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摘 要

摘 要

超导、超流和玻色­爱因斯坦凝聚是部分物质在极低温度下表现出来的特殊状
态,在实际应用和理论研究中有着重要价值,而量化涡旋就是相关研究中的一种核
心现象. 这些物质状态常常可以用一些非线性偏微分方程描述,例如非线性薛定谔
方程、复金兹堡­朗道方程、非线性波方程、带波算子的非线性薛定谔方程等. 本文
研究了在量化涡旋核心半径 𝜀 → 0极限下,二维环面上的上述四个方程量化涡旋的
动力学规律,也即约化动力学规律.
作为证明相关方程量化涡旋约化动力学规律的工具, 本文首先考虑环面非平

凡基本群对环面上函数的约束,定义了环面上的规范调和映射和重整化能量,讨论
了两者之间的联系并证明了有关的能量估计. 然后研究偏微分方程解 𝑢𝜀的动量

𝑸(𝑢𝜀) = ∫ Im (𝑢𝜀∇𝑢𝜀)d𝒙,

证明了极限动量 lim𝜀→0 𝑸(𝑢𝜀(𝑡))关于时间的连续性. 之后利用这些工具,本文严格
证明了: （1）非线性薛定谔方程量化涡旋的约化动力学规律规律是一个哈密顿系
统, 而且其哈密顿量就是环面上的重整化能量; （2）复金兹堡­朗道方程的约化动
力学规律是一个哈密顿系统与梯度流的混合, 而且其哈密顿量也是环面上的重整
化能量;（3）非线性波方程以及带波算子的非线性薛定谔方程的约化动力学规律
是两个与环面上重整化能量直接相关的常微分方程. 特别地,本文证明了极限动量
对于环面上量化涡旋的约化动力学规律的影响.
本文给出了非线性薛定谔方程和复金兹堡­朗道方程对应的约化动力学规律的

首次积分, 并且得到了一些带有特定对称初值的约化动力学规律的解析解. 此外,
通过对四个约化动力学规律方程数值求解, 我们研究了初值位置和极限动量对量
化涡旋运动规律的影响以及在非相对论极限下带波算子的非线性薛定谔方程的约

化动力学规律到非线性薛定谔方程的约化动力学规律的收敛性.

关键词：约化动力学规律;非线性薛定谔方程;复金兹堡­朗道方程;非线性波方程;
带波算子的非线性薛定谔方程

I



Abstract

Abstract

Superconductivity, superfluidity and Bose­Einstein condensate are some physical
states which appear in very low temperature, which are important in the theoretical re­
search and application. Quantized vortices are the key phenomena of these special phys­
ical states. Mathematically, these physical states are usually described by some par­
tial differential equations, such as nonlinear Schrödinger equation (NLS), the complex
Ginzburg­Landau equation (CGL), the nonlinear wave equation (NLW) and the nonlinear
Schrödinger equation with wave operator (NLSW). In this thesis, we study the quantized
vortex dynamics of the above equations on the torus as the vortex core size 𝜀 → 0, which
are also called the reduced dynamical laws (RDL).

To prove the RDLs, we consider a constraint of a function on the torus caused by the
nontrivial fundamental group of the torus, and we define the canonical harmonic map and
the renormalized energy on the torus. We also study the connection between these two
functions and prove some energy estimates. Then, we consider the momentum

𝑸(𝑢𝜀) = ∫ Im (𝑢𝜀∇𝑢𝜀)d𝒙

of the solution 𝑢𝜀, and prove the continuity of the limit lim𝜀→0 𝑸(𝑢𝜀(𝑡)) with respect to 𝑡.
With these tools, we prove rigorously that: (1) the RDL of NLS is a Hamiltonian system
driven by the renormalized energy on the torus; (2) the RDL of CGL is a mixed state of a
Hamiltonian system and a gradient flow which are also driven by the renormalized energy
on the torus; (3) the RDLs of NLW and NLSW are two second­order ordinary differential
equations which are driven by the renormalized energy on the torus. In particular, we
prove rigorously the effect of the limit momentum on the RDLs.

We give some first integrals of the RDLs related to NLS and CGL, and we obtain
some analytical solutions of these RDLs with symmetric initial data. Via numerical simu­
lation, we investigate how the positions of initial vortices and the limit momentum influ­
ence the RDLs, and we study the convergence of the RDL of NLSW to the RDL of NLS
in the nonrelativistic limit.

Keywords: reduced dynamical law; nonlinear Schrödinger equation; complex Ginzburg­
Landau equation; nonlinear wave equation; nonlinear Schrödinger equation with wave
operator
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0 1
−1 0 )
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∗ {(𝒙1, ⋯ , 𝒙2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁 |𝒙𝑗 ≠ 𝒙𝑘对任意 1 ⩽ 𝑗 < 𝑘 ⩽ 2𝑁 成立}
(𝕋 2)2𝑁

𝜌 {(𝒙1, ⋯ , 𝒙2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁 | |𝒙𝑗 − 𝒙𝑘| > 𝜌, ∀1 ⩽ 𝑗 < 𝑘 ⩽ 2𝑁}
𝕋 2

∗ (𝒂) 𝕋 2\{𝒂1, ⋯ , 𝒂2𝑁},其中 𝒂 = (𝒂1, ⋯ , 𝒂2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗

𝕋 2
𝜌 (𝒂) 𝕋 2\ ∪2𝑁

𝑗=1 𝐵𝜌(𝒂𝑗),其中 𝒂 = (𝒂1, ⋯ , 𝒂2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗

𝑟(𝒂) 1
4 min1⩽𝑗<𝑘⩽2𝑁 |𝒂𝑗 − 𝒂𝑘|,其中 𝒂 = (𝒂1, ⋯ , 𝒂2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁

∗
𝑊 −1,1(𝛺) (𝐶1

0 (𝛺))′,其中 𝛺为区域或者流形
𝐸𝜀(𝑢) 𝕋 2上的复值函数 𝑢的金兹堡­朗道泛函
𝐹 𝕋 2上的格林函数

𝐻 𝕋 2上的规范调和映射（canonical harmonic map）
𝒋(𝑢) 复值函数 𝑢的流量（current）
𝑸(𝑢) 𝕋 2上的复值函数 𝑢的动量
𝐽(𝑢) 𝑢的雅可比行列式: 𝐽(𝑢) = Im(∂𝑥𝑢∂𝑦𝑢)
𝑊 𝕋 2上的重整化能量（renormalized energy）
𝜒𝛺 区域 𝛺上的特征函数（characteristic function）
δ 狄拉克­𝛿函数（Dirac­𝛿 function）
CGL 复金兹堡­朗道方程（complex Ginzburg­Landau equation）
NLS 非线性薛定谔方程（nonlinear Schrödinger equation）
NLW 非线性波方程（nonlinear Schrödinger equation）
NLSW 带波算子的非线性薛定谔方程（nonlinear Schrödinger equation

with wave operator）
RDL 约化动力学规律（reduced dynamical law）

VI
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第 1章 引言

1.1 选题背景

1.1.1 超流中的量化涡旋

超导（superconductivity）、超流（superfluidity）以及玻色­爱因斯坦凝聚（Bose­
Einstein condensate）是在极低温度下部分物质所表现出来的特殊现象,其已经得到
了实验和理论上的广泛研究 [1­6] . 而量化涡旋（quantized vortex）就是在相关研究中
常见的一种拓扑缺陷（topological defect）,其也得到了广泛的关注 [1­2,4,7­10] . 这些
物理现象通常使用一些非线性偏微分方程描述,例如非线性薛定谔方程（nonlinear
Schrödinger equation）、金兹堡­朗道方程（Ginzburg­Landau equation）、复金兹堡­朗道
方程（complex Ginzburg­Landau equation）、非线性波方程（nonlinear wave equation）
和带波算子的薛定谔方程（nonlinear Schrödinger equation with wave operator）等.
下面我们将以超流态为例做简单介绍.
超流态于 1938 年由 P. Kapitza、J.F. Allen 和 A.D. Misener 等在研究液态 4He

时被发现. 在 2.2K左右, 已经液化的 4He会有特殊的相变, 相对于高于 2.2K的液
4He,低于 2.2K的液 4He也被记为He­II. Kapitza等人发现在流动时, He­II不受摩擦
力影响 [11] . 然而,后续研究发现 He­II的内摩擦力似乎并未完全消失,例如在 He­II
内的摆也会有能量耗散 [11] . 为了解释这一现象, Tisza [12] 和 Landau [13] 等引入了一
个唯相的两相模型,即在 He­II中既存在超流态的 4He（密度为 𝜌𝑠,流速为 𝒗𝑠）,也
有普通态的 4He（密度为 𝜌𝑛, 流速为 𝒗𝑛）. 之后, Gross [14] 和 Pitaevskii [15] 建立了
两相模型与如下非线性薛定谔方程的联系,该方程也称格罗斯–皮塔耶夫斯基方程
（Gross­Pitaevskii equation）[2,16] :

iℏ∂𝛹
∂𝑡 = (− ℏ2

2𝑚∆ + 𝑉𝑒𝑥𝑡 + 𝑔|𝛹|2
) 𝛹, （1­1）

其中 ℏ 是普朗克常量（Planck constant）, 𝛹 = |𝛹|ei𝜃 是一个复值函数, 称作序参
量（order parameter）, 𝑚 是粒子质量, 𝑉𝑒𝑥𝑡 是外势场, 𝑔 是一个与材料有关的物理
量. 与一般薛定谔方程中的波函数模长平方代表概率密度不同, 该模型中的 𝛹 与
系统中超流体的密度 𝜌𝑠 有关: 𝜌𝑠 = 𝑚|𝛹|2. 同时超流体的速度 𝒗𝑠 则与辐角 𝜃 相关:
𝒗𝑠 = (ℏ/𝑚)∇𝜃. 在该数学描述下,系统的量化涡旋 𝒙0就是 𝛹 的满足

∫𝛤𝒙0

𝒗𝑠𝑢𝑝 ⋅ 𝝉d𝜎 = 2𝑑π ℏ
𝑚, 𝑑 ∈ ℤ∗ （1­2）

的零点. 上式中 𝛤𝒙0 是一个环绕 𝒙0的足够小的简单闭曲线. 特别地,在二维空间中,

1



第 1章 引言

量化涡旋就是序参量的孤立零点;在三维空间中量化涡旋构成一条条的涡线;在更
高维的空间中,量化涡旋构成余维数为 2的子流形. 自从被 Onsage等预测并被实验
验证之后,量化涡旋一直是超流态核心现象之一,并受到了广泛研究 [16­18] .
一个实验上在超流体中产生量化涡旋的思路如下: 在一个细长的圆柱体中注

入超流态 4He 和少量 3He 以产生混合态, 并且令容器沿着圆柱体的轴以大小为 𝜔
的角速度旋转, 如图 1.1(a) 所示. 通过以往的理论与实验研究 [1­2,4,16] , 我们得到了

(a)实验装置示意图 (b)实验结果

图 1.1 观测量化涡旋的一个装置示意图与结果,来源: Yarmchuk等 [4]

以下两个事实:
1. 量化涡旋核心区域半径 𝜀的量级为 10−10米,与之相对的,研究装置的半径𝑅𝑐

一般是几毫米;
2. 存在两个临界角速度 𝜔𝑐1 = (ℏ/𝑚𝑅2

𝑐 ) ln(𝑅𝑐/𝜀), 𝜔𝑐2 = ℏ/𝑚π𝜀2, 使得当 𝜔 < 𝜔𝑐1

时,系统量化涡旋个数𝑀 有限,并呈现特定的分布（参考图1.1(b)）;在 𝜔𝑐1 <
𝜔 < 𝜔𝑐2 时, 系统会出现大量（其密度 𝑀/(π𝑅2

𝑐 ) ≈ 2𝑚𝜔/ℏ）的量化涡旋, 而
且其呈现特定分布, 例如 𝜔𝑐1 << 𝜔 << 𝜔𝑐2 时会出现等边三角格子型分布

（triangular lattice）,如图 1.2;在 𝜔 > 𝜔𝑐2 时,量化涡旋消失,系统的超导性也
随之消失.
这两个结论提示可以根据量化涡旋半径 𝜀和量化涡旋个数𝑀 两个量的大小将

我们的研究问题作如下分类: 一是根据 𝜀可以分为两类 𝜀 → 0+或者 𝜀很小但固定;
二是根据𝑀 相对于 𝜀的大小分为𝑀 = 𝑂(1), 𝑀 = 𝑂(| ln 𝜀|), 𝑀 >> | ln 𝜀|等几类.

2



第 1章 引言

(a)示意图 (b)实验结果

图 1.2 量化涡旋数目较大时其分布呈现等边三角格子型分布,来源: Gaff [19]

1.1.2 量化涡旋的约化动力学规律

在量化涡旋的数学研究中,我们通常考虑无量纲化（dimensionless）的方程,如
式（1­1）的无量纲化版本

i∂𝑡𝑢 − ∆𝑢 + 1
𝜀2 (|𝑢|2 − 1)𝑢 = 0, 𝒙 ∈ 𝛺, （1­3）

抛物型金兹堡­朗道方程（parabolic Ginzburg­Landau equation）

𝑘𝜀∂𝑡𝑢 − ∆𝑢 + 1
𝜀2 (|𝑢|2 − 1)𝑢 = 0, 𝒙 ∈ 𝛺, （1­4）

或者非线性波方程

𝑘𝜀∂2
𝑡 𝑢 − ∆𝑢 + 1

𝜀2 (|𝑢|2 − 1)𝑢 = 0, 𝒙 ∈ 𝛺 （1­5）

以及其他带有类似非线性项的方程. 其中 0 < 𝜀 << 1描述量化涡旋核心区域半径,
𝑘𝜀 = 1/| ln 𝜀|, 𝛺根据不同的研究问题可以取为 ℝ2, ℝ3, 𝕊2 及其有界子区域,相应的
边界条件也分为狄利克雷（Dirichlet）边界条件:

𝑢(𝒙) = 𝑔0(𝒙), |𝑔0(𝒙)| = 1, 𝒙 ∈ ∂𝛺 （1­6）

和诺伊曼（Neumann）边界条件:
∂𝑢
∂𝒏(𝒙) = 0, 𝒙 ∈ ∂𝛺, （1­7）

初值则为 𝑢(𝒙, 0) = 𝑢0(𝒙). 这些方程的共同点是它们都有相同的非线性项,而且都可
以写成如下金兹堡­朗道泛函（Ginzburg­Landau functional）的变分形式:

𝐸𝜀
𝛺(𝑢) ∶= ∫𝛺 (|∇𝑢|2 + 1

4𝜀2 (|𝑢|2 − 1)2
) d𝒙. （1­8）

例如式（1­4）就是 𝐸𝜀
𝛺(𝑢)的梯度流:

𝑘𝜀∂𝑡𝑢 =
𝛿𝐸𝜀

𝛺(𝑢)
𝛿𝑢 . （1­9）

3
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在以上模型中, 量化涡旋就是环绕数不为零的 𝑢 的零点. 其中一个复值函数
𝑢 = |𝑢|ei𝛩 的零点 𝒙0的环绕数（winding number）为

𝑑 ∶= 1
2π ∫𝛤𝒙0

Im( ̄𝑢∇𝑢)
|𝑢|2 d𝜎 = 1

2π ∫𝛤𝒙0

∇𝛩d𝜎. （1­10）

在式（1­10）中, 𝛤𝒙0 是一个简单闭曲线,而且满足其所包围的区域内只有 𝒙0 一个

量化涡旋.
在 ℝ2上,典型的带有一个环绕数为 𝑑 的量化涡旋的函数为

𝑢(𝒙) = 𝑓 𝜀
𝑑 (|𝒙|) (

𝑥 + i𝑦
|𝒙| )

𝑑
, （1­11）

其中 𝒙 = (𝑥, 𝑦)𝑇 , 𝑓 𝜀
𝑑 是如下方程的解

𝑓 ″(𝑟) + 1
𝑟 𝑓 ′(𝑟) − 𝑑2

𝑟2 𝑓(𝑟) − 1
𝜀2 (𝑓 (𝑟)2 − 1)𝑓(𝑟) = 0, 𝑓(0) = 0, 𝑓(+∞) = 1. （1­12）

显然,由式（1­11）给出的 𝑢是如下方程的一个轴对称解:

− ∆𝑢 − 1
𝜀2 (|𝑢|2 − 1)𝑢 = 0, 𝒙 ∈ ℝ2. （1­13）

根据 Neu [20] , Mironescu [21]等人的结果,我们知道只有在 𝑑 = ±1时,如式（1­11）所
给的轴对称解在 𝜀 → 0时是稳定的.
在二维有界区域 𝛺上,一个典型的带有𝑀 个量化涡旋 𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑀 的函数为

𝑢(𝒙) =
⎛
⎜
⎜
⎝

2𝑁

∏
𝑗=1

𝑓 𝜀
𝑗 (|𝒙 − 𝒂𝑗|)

⎞
⎟
⎟
⎠

ei𝜃0(𝒙)
2𝑁

∏
𝑗=1 (

𝑧 − 𝑥𝑗 − i𝑦𝑗
|𝑧 − 𝑥𝑗 − i𝑦𝑗|)

𝑑𝑗
, （1­14）

上式中 𝜃0是调和函数, 𝑧 = 𝑥 + i𝑦, (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)𝑇 = 𝒂0
𝑗 , 𝑓 𝜀

𝑗 是如下方程的解:

𝑓 ″(𝑟) + 1
𝑟 𝑓 ′(𝑟) −

𝑑2
𝑗

𝑟2 𝑓(𝑟) − 1
𝜀2 (𝑓 (𝑟)2 − 1)𝑓(𝑟) = 0, 𝑓(0) = 0, 𝑓(𝑅0) = 1. （1­15）

在式（1­15）中, 𝑅0 是不同量化涡旋 𝒂𝑗 两两之间以及量化涡旋与边界 ∂𝛺 之间距
离的最小值. 局部来看,一个量化涡旋附近（如 𝐵𝑅0(𝒂𝑗)）的函数都形如（可能差一
个相位）

𝑓 𝜀
𝑗 (|𝒙 − 𝒂𝑗|) (

𝑧 − 𝑥𝑗 − i𝑦𝑗
|𝑧 − 𝑥𝑗 − i𝑦𝑗|)

𝑑𝑗
, （1­16）

上式也是如下方程的一个轴对称解

− ∆𝑢 − 1
𝜀2 (|𝑢|2 − 1)𝑢 = 0, 𝒙 ∈ 𝐵𝑅0(𝒙𝑗). （1­17）

此外,根据 Bethuel等 [22]和 Bao等 [23]的研究,只有在 𝑑 = ±1时,一个含有量化涡旋
的解在 𝜀 → 0时才是稳定的.
根据不同的边界条件,一个函数 𝑢所具有的量化涡旋也具有不同的限制,例如

4
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对于狄利克雷边界条件式（1­6）,有限制
𝑀

∑
𝑗=1

𝑑𝑗 = 1
2π ∫∂𝛺

Im(𝑢∇𝑢)
|𝑢|2 d𝜎. （1­18）

而对于诺伊曼边界条件,对量化涡旋环绕数的限制则几乎没有.
根据研究方程的不同, 有两大类问题: (1) 给定边界条件下, 如式（1­13）、式

（1­17）等稳态方程的量化涡旋在 𝜀 → 0极限下的分布规律. 这个问题等价于研究
金兹堡­朗道泛函 𝐸𝜀

𝛺 的极小值点. (2)如式（1­3）、式（1­4）、式（1­5）等演化方
程解的量化涡旋在 𝜀 → 0极限下的动力学规律, 也就是约化动力学规律（reduced
dynamical law,简记为 RDL）. 具体来说,假定偏微分方程的解在 𝑡时刻有𝑀 个量

化涡旋 𝒂𝜀
𝑗 (𝑡),而且 lim𝜀→0 𝒂𝜀

𝑗 (𝑡) = 𝒂𝑗(𝑡),其中 𝒂𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑀 是互不相同的点,那
么这些量化涡旋极限 𝒂𝑗(𝑡)的动力学规律就是约化动力学规律.

1.1.3 相关文献综述

在数学领域, 偏微分方程量化涡旋的约化动力学规律自上世纪九十年代以来
已经得到了广泛的研究.
在上世纪九十年代, Neu [20,24]、Rubinstein [25­27]、E [28] 等人首先研究 𝜀 → 0极

限下的方程, 形式推导出了二维全平面或者三维全空间上不同方程的量化涡旋的
约化动力学规律.
在上世纪九十年代中期, Bethuel等 [22] 系统地研究了二维有界区域 𝛺 上的满

足狄利克雷边界条件式（1­6）的金兹堡­朗道泛函,引入了规范调和映射和重整化
能量. 二维有界区域上规范调和映射𝐻𝛺 = 𝐻𝛺(𝒙)是一类形如

𝐻𝛺(𝒙) = ei𝜃𝛺(𝒙)
𝑀

∏
𝑗=1 (

𝑧 − 𝑧𝑗
|𝑧 − 𝑧𝑗|)

𝑑𝑗
（1­19）

的函数,其中 𝜃𝛺 是一个实值调和函数, 𝑧 = 𝑥 + i𝑦, 𝑧𝑗 = 𝑥𝑗 + i𝑦𝑗 . 重整化能量形如

𝑊𝛺(𝒂) = −π ∑
1⩽𝑗≠𝑘⩽𝑀

𝑑𝑗𝑑𝑘 ln |𝒂𝑗 − 𝒂𝑘| +与 𝛺有关的余项, （1­20）

其中 𝒂𝑗 = (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)𝑇 , 𝒂 = (𝒂1, ⋯ , 𝒂𝑀 ). Bethuel 等 [22]证明了: (1) 在 𝜀 → 0 时, 金兹
堡­朗道泛函的极小值点 𝑢𝜀 将收敛到某一个规范调和映射 𝐻𝛺; (2) 基于边界条件,
所有 𝑑𝑗 都是 +1或都是 −1, 而且𝑀 等于 |∫∂𝛺 Im(𝑔0∇𝑔0)d𝜎| /2π; (3) 𝒂也是 𝑊𝛺 的

一个极小值点; (4) 在极小值点 𝑢𝜀 处系统的能量 𝐸(𝑢𝜀) 满足 𝐸𝜀
𝛺(𝑢𝜀) = π𝑀| ln 𝜀| +

𝑊𝛺(𝒂) + 𝑂(1). 高维金兹堡­朗道泛函相关性质直到如今一直得到广泛研究 [29­34] .
之后, Lin [35]、Jerrard等 [36]、Serfaty等 [37]、Bethuel等 [38]相继通过不同角度

给出了二维区域上的抛物型金兹堡­朗道方程的量化涡旋动力学规律的证明. 其中

5
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Serfaty 采用的 𝛤 ­收敛语言与相关方法是研究抛物型金兹堡­朗道方程量化涡旋的
重要工具;而 Bethuel等人的结果首次将动力学规律延拓到了量化涡旋发生碰撞之
后,这种结果在其他的量化涡旋研究中是很少的. 此外, Jian等 [39]、Liu [40]、Bethuel
等 [41] 还证明了三维空间中抛物型金兹堡­朗道方程量化涡旋的动力学规律.
关于非线性薛定谔方程的量化涡旋动力学规律, Lin 等 [42]、Colliander 等 [43]、

Bethuel 等 [44] 先后给出了二维区域上动力学规律的严格证明. 值得一提的是 Col­
liander等人系统利用了重整化能量、规范调和映射等工具,并且开发了应用于量化
涡旋动力学研究的 𝛤 ­收敛语言以及相关偏微分方程能量估计工具. 这一套方法是
二维量化涡旋动力学研究的一种行之有效的方法. 之后 Jerrard 等 [45] 给出了关于

𝜀 → 0时收敛性的更精确的研究. 然而高维空间中量化涡旋的动力学研究则局限于
一系列特殊情况的研究之中,例如螺旋涡线（vortex helices）解 [46­47]、近平行涡线

（nearly parallel vortex filaments）解 [48]以及环形涡线（vortex ring）解 [49]等. 总之高
维情形研究如今依然没有完全解决.
关于复金兹堡­朗道方程的研究相对来说较少,就笔者所知,目前只有Miot [50]、

Kurzke等 [51]以及 Schneider等 [52] 少数结果. 而关于非线性波方程和带波算子的非
线性薛定谔方程结果也不多, Lin [53]、Jerrard [54]分别研究了非线性波方程的量化涡
旋动力学规律,而 Yu [55] 研究了带波算子的非线性薛定谔方程的约化动力学规律.
需要指出的是,以上研究不涉及流形上的量化涡旋动力学研究,而且都假设在

𝜀 → 0 极限下量化涡旋的个数有限. Serfaty 等 [56­57]研究了量化涡旋个数 𝑀 =
𝑂(| ln 𝜀|) 或者 𝑀 >> | ln 𝜀| 等假设下的流场的动力学规律. 而 Colliander 等 [43]、

Chen等 [58]、Ignat等 [59]、Canevari等 [60]给出了目前为数不多的在二维流形上的量

化涡旋动力学研究结果. 此外,还有关于非齐次（inhomogeneous,简言之就是将非
线性项替换为 (|𝑢𝜀|2 − 𝑉 (𝒙))𝑢𝜀/𝜀2）方程的量化涡旋动力学研究 [61]、带磁场的金兹

堡­朗道方程（magnetic Ginzburg­Landau equation）的量化涡旋动力学研究 [62­63]以

及方程组的量化涡旋动力学研究 [64­65] ,本文不再一一详述.
在本节的最后,我们简述一下量化涡旋动力学规律的数值模拟结果. Du、Bao、

Tang等利用有限元（finite element method）、有限体积（finite volume method）、时
间分裂谱方法（time­splitting spectral method）计算模拟不同的偏微分方程的量化
涡旋运动规律,在数值模拟精度、关于 𝜀收敛速度以及量化涡旋的稳定性等问题上
给出了不少结果 [66­72] .

6
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1.2 研究内容

在本文中, 我们研究环面 𝕋 2 ∶= (ℝ/ℤ) × (ℝ/ℤ)上如下四个偏微分方程量化涡
旋的约化动力学规律:
非线性薛定谔方程（简写为 NLS）

i∂𝑡𝑢𝜀 − ∆𝑢𝜀 + 1
𝜀2 (|𝑢𝜀|2 − 1)𝑢𝜀 = 0, 𝒙 ∈ 𝕋 2, 𝑡 > 0. （1­21）

复金兹堡­朗道方程（简记为 CGL）

𝑘𝜀∂𝑡𝑢𝜀 + 𝜆i∂𝑡𝑢𝜀 − ∆𝑢𝜀 + 1
𝜀2 (|𝑢𝜀|2 − 1)𝑢𝜀 = 0, 𝒙 ∈ 𝕋 2, 𝑡 > 0. （1­22）

非线性波方程（简记为 NLW）

𝑘𝜀∂2
𝑡 𝑢𝜀 − ∆𝑢𝜀 + 1

𝜀2 (|𝑢𝜀|2 − 1)𝑢𝜀 = 0, 𝒙 ∈ 𝕋 2, 𝑡 > 0. （1­23）

带波算子的非线性薛定谔方程（简记为 NLSW）

− i∂𝑡𝑢𝜀 + 𝜇𝑘𝜀∂2
𝑡 𝑢𝜀 − ∆𝑢𝜀 + 1

𝜀2 (|𝑢𝜀|2 − 1)𝑢𝜀 = 0, 𝒙 ∈ 𝕋 2, 𝑡 > 0. （1­24）

其中,方程式（1­21）和式（1­22）的初值为

𝑢𝜀(𝒙, 0) = 𝑢𝜀
0(𝒙), 𝒙 ∈ 𝕋 2, （1­25）

方程式（1­23）和式（1­24）的初值为

𝑢𝜀(𝒙, 0) = 𝑢𝜀
0(𝒙), ∂𝑡𝑢𝜀(𝒙, 0) = 𝑢𝜀

1(𝒙), 𝒙 ∈ 𝕋 2. （1­26）

在式（1­21）­式（1­26）等式子中, 𝜆 ∈ ℝ, 𝜇 > 0, 0 < 𝜀 << 1是常数, 𝑘𝜀 = 1/| ln 𝜀|,
𝒙 = (𝑥, 𝑦)𝑇 是空间变量, 𝑡是时间变量, 𝑢𝜀

0, 𝑢𝜀
1都是复数值初值.

对于式（1­21）­式（1­24）这四个方程,环面上的金兹堡­朗道泛函和动量是两
个重要的量,其具体定义如下:
对于一个 𝕋 2上的复值函数 𝑢,其金兹堡­朗道泛函 𝐸𝜀(𝑢) = 𝐸𝜀

𝕋 2(𝑢)定义为

𝐸𝜀(𝑢) ∶= ∫𝕋 2
𝑒𝜀(𝑢)d𝒙, 𝑒𝜀(𝑢(𝒙)) ∶= 1

2|∇𝑢(𝒙)|2 + 1
4𝜀2 (|𝑢(𝒙)|2 − 1)2, （1­27）

动量 𝑸(𝑢)定义为

𝑸(𝑢) ∶= ∫𝕋 2
𝒋(𝑢(𝒙))d𝒙, 𝒋(𝑢(𝒙)) ≡ (𝑗1(𝑢(𝒙)), 𝑗2(𝑢(𝒙)))𝑇 ∶= Im (𝑢(𝒙)∇𝑢(𝒙)).（1­28）

金兹堡­朗道泛函也被称作能量（energy）,相应地, 𝑒𝜀(𝑢)被称作能量密度（density
of energy）. 𝒋(𝑢)也被称作流量（current）.

如文献综述中所述, 前人的工作主要集中于有界区域或者全空间等单连通区
域上. 考虑到环面的非平凡基本群,环面上量化涡旋研究会有如下两不同点:

(1)所有量化涡旋的环绕数的和必为 0: 式（1­10）意味着一个量化涡旋的环绕

7
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数必然是整数. 而且考虑到环面 𝕋 2 是一个紧致流形, 所以环面上一个复值函数所
有量化涡旋的环绕数的和必然是 0. 此外, 从一系列研究 [20­21,23,73]中, 我们知道如
果一个量化涡旋是稳定的,那么它的环绕数必然是 +1或者 −1. 这一点让我们可以
假定环面上函数的量化涡旋的个数为 2𝑁 ,而且其环绕数为

𝑑1 = ⋯ = 𝑑𝑁 = 1, 𝑑𝑁+1 = ⋯ = 𝑑2𝑁 = −1. （1­29）

(2)系统的动量与量化涡旋位置有关: 如果假定初值 𝑢𝜀
0的量化涡旋最后收敛到

𝒂0
1, ⋯ , 𝒂0

2𝑁 ,那么 𝑸0 ∶= lim𝜀→0 𝑸 (𝑢𝜀)满足

𝑸0 ∈ 2π𝕁
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒂0
𝑗 + 2πℤ2, （1­30）

其中

𝕁 =
(

0 1
−1 0 )

, （1­31）

其证明见引理 2.2.
因为单连通区域上的函数没有如上的限制, 因而前人在单连通区域上的工作

不能直接推广到环面上. 本文的主要工作就是给出环面上量化涡旋的约化动力学
规律研究的方法和工具.

1.3 主要结果

在给出主要结果之前,我们需要先讨论一下初值 𝑢0的选取,并给出一些记号.
对于一个良好的初值,系统的能量需要满足

lim sup
𝜀→0 [𝐸𝜀(𝑢𝜀

0) − (2𝑁 (π ln 1
𝜀 + 𝛾) + 𝑊 (𝒂0; 𝒒0))] = 0. （1­32）

上式中 𝒒0 = −𝕁𝑸0, 𝛾 是由 Bethuel等 [22]引入的一个常数, 𝑊 (𝒂0; 𝒒0)是环面上的重
整化能量（renormalized energy）. 𝛾 的定义为

𝛾 = lim
𝜀→0 (

inf
𝑣∈𝐻1

𝑔 (𝐵1(𝟎)) ∫𝐵1(𝟎)
𝑒𝜀(𝑣)d𝒙 − π ln 1

𝜀)
, （1­33）

其中函数空间𝐻1
𝑔 (𝐵1(𝟎))定义如下

𝐻1
𝑔 (𝐵1(𝟎)) = {𝑣 ∈ 𝐻1(𝐵1(𝟎)) |𝑣(𝒙) = 𝑔(𝒙) = 𝑥 + i𝑦

|𝒙| 对于 𝒙 ∈ ∂𝐵1(𝟎)成立} .
（1­34）

对于一般的环面上 2𝑁 个互不相同的点 𝒂1, ⋯ , 𝒂2𝑁 以及 𝒂 = (𝒂1, ⋯ , 𝒂2𝑁 ), 𝒒 ∈

8
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2π ∑2𝑁
𝑗=1 𝑑𝑗𝒂𝑗 + 2πℤ2,其重整化能量𝑊 (𝒂; 𝒒)定义为 [59]

𝑊 (𝒂; 𝒒) = −π ∑
1⩽𝑗≠𝑘⩽2𝑁

𝑑𝑗𝑑𝑘𝐹 (𝒂𝑗 − 𝒂𝑘) + 1
2|𝒒|2, （1­35）

其中 𝐹 (𝒙)是如下方程的解:

∆𝐹 (𝒙) = 2π(δ(𝒙) − 1), 𝒙 ∈ 𝕋 2, 且 lim
𝒙→𝟎

(𝐹 (𝒙) − ln |𝒙|) = 0. （1­36）

上式中, δ是狄拉克­𝛿函数（Dirac­𝛿 function）.
这种初值是广泛存在的,例如

𝑢𝜀
0(𝒙) =

⎛
⎜
⎜
⎝

2𝑁

∏
𝑗=1

𝑓𝜀(|𝒙 − 𝒂0
𝑗 |)

⎞
⎟
⎟
⎠

ei𝜃0(𝒙)
2𝑁

∏
𝑗=1 (

𝑧 − 𝑥𝑗 − i𝑦𝑗
|𝑧 − 𝑥𝑗 − i𝑦𝑗|)

𝑑𝑗
, （1­37）

上式中 𝜃0是调和函数, 𝑧 = 𝑥 + i𝑦, (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)𝑇 = 𝒂0
𝑗 , 𝑓𝜀是如下方程的解:

𝑓 ″(𝑟) + 1
𝑟 𝑓 ′(𝑟) − 1

𝑟2 𝑓(𝑟) − 1
𝜀2 (𝑓 (𝑟)2 − 1)𝑓(𝑟) = 0, 𝑓(0) = 0, 𝑓(𝑅0) = 1, （1­38）

其中 𝑅0 = 1
4 min1⩽𝑘<𝑙⩽2𝑁 |𝒂0

𝑘 − 𝒂0
𝑙 |. 值得一提的是, 通过 Ignat 等 [74] 的结果, 在

(0, 𝑅0]上 𝑓𝜀局部一致收敛到 1,因而 𝑢𝜀
0会在量化涡旋之外局部一致收敛到

ei𝜃0(𝒙)
2𝑁

∏
𝑗=1 (

𝑧 − 𝑥𝑗 − i𝑦𝑗
|𝑧 − 𝑥𝑗 − i𝑦𝑗|)

𝑑𝑗
. （1­39）

这种类型的函数就是环面上的规范调和映射（canonical harmonic map）,其具体定
义参见式（2­41）.
我们引入如下记号:

(𝕋 2)2𝑁
∗ ∶= {(𝒙1, ⋯ , 𝒙2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁 |𝒙𝑗 ≠ 𝒙𝑘对任意 1 ⩽ 𝑗 < 𝑘 ⩽ 2𝑁成立}.（1­40）

对任意 𝒂 = (𝒂1, ⋯ , 𝒂2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗ 以及 𝒒 ∈ 2π ∑2𝑁

𝑗=1 𝑑𝑗𝒂𝑗 + 2πℤ2,可以引入如下带
有参数 𝜀的重整化能量:

𝑊𝜀(𝒂; 𝒒) = 2𝑁 (π ln 1
𝜀 + 𝛾) + 𝑊 (𝒂; 𝒒), （1­41）

其中重整化能量𝑊 如式（1­35）所示.
对于 𝕋 2上函数 𝑢,其雅可比行列式（Jacobian）定义为:

𝐽(𝑢(𝒙)) ∶= 1
2∇ ⋅ (𝕁𝒋(𝑢(𝒙))) = Im (∂𝑥𝑢∂𝑦𝑢). （1­42）

对任意 𝒙0 ∈ 𝕋 2,定义

δ𝒙0(𝒙) ∶= δ(𝒙 − 𝒙0). （1­43）

本文的主要结果由如下四个小节分别描述:
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1.3.1 关于非线性薛定谔方程

如第 1.1.1小节所述, NLS被用作超流的唯相学模型,此外, NLS也被用于描述
玻色­爱因斯坦凝聚 [15­16,42] . NLS量化涡旋的约化动力学规律定理如下:
定理 1.1 (NLS的约化动力学规律)： 假设存在 𝒂0 ∶= (𝒂0

1, 𝒂0
2, ⋯ , 𝒂0

2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗ 与

𝒒0 ∈ 2π ∑2𝑁
𝑗=1 𝑑𝑗𝒂0

𝑗 + 2πℤ2使得初值（式（1­25））中 𝑢𝜀
0满足

𝐽(𝑢𝜀
0) → π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂0
𝑗
, 于𝑊 −1,1(𝕋 2) ∶= [𝐶1(𝕋 2)]′, （1­44）

lim
𝜀→0

𝑸(𝑢𝜀
0) = 𝑸0 = 𝕁𝒒0, （1­45）

以及式（1­32）. 则可以找到 𝑇 > 0以及 2𝑁 个李普希茨（Lipschitz）的路径 𝒂𝑗 ∶
[0, 𝑇 ) → 𝕋 2使得初值为式（1­25）的方程式（1­21）的解 𝑢𝜀满足

𝐽(𝑢𝜀(𝑡)) 𝜀→0+
⟶ π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂𝑗 (𝑡)于𝑊 −1,1(𝕋 2), （1­46）

其中 𝒂𝑗(𝑡) (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 2𝑁)满足如下约化动力学规律（简记如下方程为 NLSRDL）:

𝒂̇𝑗 = −𝑑𝑗
1
π𝕁∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂; 𝒒∗(𝒂)) = 2𝕁 ∑

1⩽𝑘⩽2𝑁, 𝑘≠𝑗
𝑑𝑘 ∇𝐹 (𝒂𝑗 −𝒂𝑘)−2𝑸0, 𝑡 > 0,（1­47）

其中 𝒒∗(𝒂) = 𝒒∗(𝒂(𝑡))满足

𝒒∗(𝒂(𝑡)) ∈ 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒂𝑗(𝑡) + 2πℤ2, （1­48）

而且方程式（1­47）初值为

𝒂𝑗(0) = 𝒂0
𝑗 , 𝒒∗(𝒂(0)) = 𝒒0. （1­49）

1.3.2 关于复金兹堡­朗道方程

从形式上来说, CGL式（3­1）是NLS式（1­21）和金兹堡­朗道方程式（1­4）的
混合. CGL在物理学领域作为一个振幅方程（amplitude equation）被用于描述时空
弱非线性现象（weakly nonlinear spatiotemporal phenomena）[75­76] . 同时也有工作将
其用于描述一些生态系统中的多物种竞争 [77] . CGL的约化动力学规律定理如下:
定理 1.2 (CGL的约化动力学规律)： 假设存在 𝒂0 ∶= (𝒂0

1, 𝒂0
2, ⋯ , 𝒂0

2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗ 与

𝒒0 ∈ 2π ∑2𝑁
𝑗=1 𝑑𝑗𝒂0

𝑗 + 2πℤ2使得初值（式（1­25））中 𝑢𝜀
0满足式（1­44）、式（1­45）以

及式（1­32）,则可以找到 𝑇 > 0以及 2𝑁 个李普希茨的路径 𝒂𝑗 ∶ [0, 𝑇 ) → 𝕋 2使得

初值为式（1­25）的方程式（1­22）的解 𝑢𝜀满足式（1­46）,而且 𝒂𝑗(𝑡) (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 2𝑁)
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满足如下约化动力学规律（以下方程简记为 CGLRDL）:

𝒂̇𝑗 − 𝜆𝑑𝑗𝕁𝒂̇𝑗 = −1
π∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂; 𝒒∗(𝒂)), 𝑡 > 0, （1­50）

其中 𝒒∗(𝒂) = 𝒒∗(𝒂(𝑡))满足式（1­48）,而且方程式（1­50）初值由式（1­49）给出.

1.3.3 关于非线性波方程

非线性波方程的约化动力学规律结果为如下定理:
定理 1.3 (NLW的约化动力学规律)： 假设存在 𝒂0 ∶= (𝒂0

1, 𝒂0
2, ⋯ , 𝒂0

2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗ 与

𝒒0 ∈ 2π ∑2𝑁
𝑗=1 𝑑𝑗𝒂0

𝑗 +2πℤ2使得初值（式（1­26））中 𝑢𝜀
0, 𝑢𝜀

1满足式（1­44）、式（1­45）、
式（1­32）以及

𝑘𝜀 ∫𝕋 2
|𝑢𝜀

1|2d𝒙 → 0. （1­51）

则可以找到 𝑇 > 0以及 2𝑁 个𝐶1,1­路径 𝒂𝑗 ∶ [0, 𝑇 ) → 𝕋 2 使得初值为式（1­26）的
方程式（1­23）的解 𝑢𝜀满足式（1­46）,而且 𝒂𝑗(𝑡) (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 2𝑁)满足如下约化动力
学规律（该方程简记为 NLWODE）:

𝒂̈𝑗 = −1
π∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂; 𝒒∗(𝒂)), 𝑡 > 0, （1­52）

其中 𝒒∗(𝒂) = 𝒒∗(𝒂(𝑡))满足式（1­48）,而且方程式（1­52）初值如下:

𝒂𝑗(0) = 𝒂0
𝑗 , 𝒂̇𝑗(0) = 𝟎, 𝒒∗(𝒂(0)) = 𝒒0. （1­53）

1.3.4 关于带波算子的非线性薛定谔方程

从形式上来看, NLSW 是 NLS 和 NLW 的混合. NLSW 被用于研究克莱因­
戈尔登（Klein­Gordon）方程的非相对论极限（nonrelativistic limit）[78­80] ,等离子体
（plasma）中的朗缪尔波（Langmuir wave）包络近似（envelope approximation）[81­82]以
及光子子弹（light bullet）的正弦­戈尔登方程（sine­Gordon equation）调制平面脉
冲近似（modulated planar pulse approximation）[83­84] . 在 𝜇 → 0,也就是所谓非相对
论极限下, NLSW收敛到 NLS [78­79,82,85] . NLSW的约化动力学规律为如下定理:
定理 1.4 (NLSW 的约化动力学规律)： 假设存在 𝒂0 ∶= (𝒂0

1, 𝒂0
2, ⋯ , 𝒂0

2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗

与 𝒒0 ∈ 2π ∑2𝑁
𝑗=1 𝑑𝑗𝒂0

𝑗 + 2πℤ2 使得初值（式（1­26））中 𝑢𝜀
0, 𝑢𝜀

1 满足式（1­44）、
式（1­45）、式（1­32）以及式（1­51）, 则可以找到 𝑇 > 0 以及 2𝑁 个𝐶1,1­路径
𝒂𝑗 ∶ [0, 𝑇 ) → 𝕋 2 使得初值为式（1­26）的方程式（1­24）的解 𝑢𝜀 满足式（1­46）,
而且 𝒂𝑗(𝑡) (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 2𝑁)满足如下约化动力学规律（以下方程简记为 NLSWRDL）:

𝜇𝒂̈𝑗 + 𝑑𝑗𝕁𝒂̇𝑗 = −1
π∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂; 𝒒∗(𝒂)), 𝑡 > 0, （1­54）

其中 𝒒∗(𝒂) = 𝒒∗(𝒂(𝑡))满足式（1­48）,而且方程式（1­54）初值由式（1­53）给出.
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1.3.5 本文主要创新点

本文主要结果,即定理 1.1­1.4都是全新的. 我们证明了环面上多个重要偏微分
方程量化涡旋的约化动力学规律, 其是前人的适用于有界区域或者全空间的相关
结果（参考第 1.1.3小节）的推广. 考虑到环面上的偏微分方程等价于一个带有周
期边界条件的正方形区域上的方程, 本文所考虑的条件比前人所用的狄利克雷或
诺伊曼边界条件弱很多. 除此之外,我们在证明相关结论时对很多重要的函数作出
了适用于环面的修改,如规范调和映射、重整化能量等. 最后我们证明了相关偏微
分方程解 𝑢𝜀的一些新性质,例如极限动量 𝑸∗(𝑡) ∶= lim𝜀→0 ∫𝕋 2 𝑸(𝑢𝜀(𝑡))d𝒙的连续性.

1.4 论文结构安排

本文剩余部分安排如下:
在第 2 章中, 我们将给出 NLS 量化涡旋的约化动力学规律的证明. 我们的证

明事实上受到了 Colliander 等 [43]、Ignat 等 [59]、Canevari 等 [60]等工作的启发. 在
第 2.1节,我们将研究环面上的 𝕊1­值函数（即函数模长几乎处处是 1的复值函数）
, 介绍环面上的规范调和映射和重整化能量. 在这一节我们将证明环面上复值函
数动量与量化涡旋位置的关系式（2­29）. 这一关系式影响到了环面上规范调和
映射的定义, 使得其相对于有界区域等单连通区域的规范调和映射多了一个与方
程初值动量极限有关的相位上的调整,参考式（2­41）. 我们还会研究规范调和映
射导数乘积的积分及其与重整化能量梯度之间的关系. 接下来在第 2.2节,我们首
先证明 𝐽(𝑢𝜀) 的收敛性, 得出 NLS 的量化涡旋收敛到某几条路径 𝒃𝑗(𝑡) 之上. 利用
𝒃𝑗(𝑡),可以得到一个规范调和映射 𝑢∗(𝒙, 𝑡),该节剩下的部分就是在研究方程的解 𝑢𝜀

和 𝑢∗ 的相近程度. 重点在于 𝒋(𝑢𝜀)会在合适的意义下收敛到 𝒋(𝑢∗)（引理 2.9）,而
𝒋(𝑢𝜀) − 𝒋(𝑢∗), ∇|𝑢𝜀|等在挖掉量化涡旋一个邻域后剩下区域上的 𝐿2­范数比较小（引
理 2.11）. 接下来我们将在第 2.3.1小节通过已有的能量估计证明 𝒃𝑗 满足式（1­47）
,具体方法是先假设 𝒂是式（1­47）的解,考虑初值自然有 |𝒂𝑗(0) − 𝒃𝑗(0)| = 0,然后
利用第 2.2节得到的各种估计证明关于 |𝒂𝑗(𝑡) − 𝒃𝑗(𝑡)|的格朗沃尔不等式（Gronwall
inequality）从而证明结论. 最后,我们将在第 2.3.2小节与第 2.3.3小节给出约化动
力学规律的首次积分与一些数值模拟结果.
在第 3章到第 5章中,我们将给出 CGL、NLW、NLSW的量化涡旋的动力学

规律. 其整体思路与 NLS量化涡旋动力学规律证明类似,但具体细节不同,需要根
据不同的方程采用相应的技巧.
在第 6章中,我们将给本文结果给一个简要的总结.
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第 2章 非线性薛定谔方程量化涡旋的约化动力学规律

在本章中,我们将考虑非线性薛定谔方程（简记为 NLS）

i∂𝑡𝑢𝜀 − ∆𝑢𝜀 + 1
𝜀2 (|𝑢𝜀|2 − 1)𝑢𝜀 = 0, 𝒙 ∈ 𝕋 2, 𝑡 > 0 （2­1）

的量化涡旋动力学规律,其中方程式（2­1）的初值为

𝑢𝜀(𝒙, 0) = 𝑢𝜀
0(𝒙), 𝒙 ∈ 𝕋 2. （2­2）

此外,动量𝑸、流量 𝒋由式（1­28）定义,能量 𝐸𝜀、能量密度 𝑒𝜀由式（1­27）定义,
重整化能量𝑊、带参数 𝜀的重整化能量𝑊𝜀、雅可比行列式 𝐽 以及 (𝕋 2)2𝑁

∗ 等分别

由式（1­35）、式（1­41）、式（1­42）、式（1­40）等定义,在此不再赘述.
为了方便读者,我们将主要结果,也即定理 1.1,复述如下:

定理 2.1 (NLS的约化动力学规律)： 假设存在 𝒂0 ∶= (𝒂0
1, 𝒂0

2, ⋯ , 𝒂0
2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁

∗ 与

𝒒0 ∈ 2π ∑2𝑁
𝑗=1 𝑑𝑗𝒂0

𝑗 + 2πℤ2使得初值（式（2­2））中 𝑢𝜀
0满足

𝐽(𝑢𝜀
0) → π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂0
𝑗
, 于𝑊 −1,1(𝕋 2) ∶= [𝐶1(𝕋 2)]′, （2­3）

lim
𝜀→0

𝑸(𝑢𝜀
0) = 𝑸0 = 𝕁𝒒0, （2­4）

以及

lim sup
𝜀→0

[𝐸𝜀(𝑢𝜀
0) − 𝑊𝜀(𝒂0; 𝒒0)] = 0. （2­5）

则存在 𝑇 > 0以及 2𝑁 个李普希茨的路径 𝒂𝑗 ∶ [0, 𝑇 ) → 𝕋 2使得初值为式（2­2）的
方程式（2­1）的解 𝑢𝜀满足

𝐽(𝑢𝜀(𝑡)) 𝜀→0+
⟶ π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂𝑗 (𝑡)于𝑊 −1,1(𝕋 2), （2­6）

其中 𝒂𝑗(𝑡) (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 2𝑁)满足如下约化动力学规律（简记如下方程为 NLSRDL）:

𝒂̇𝑗 = −𝑑𝑗
1
π𝕁∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂; 𝒒∗(𝒂)) = 2𝕁 ∑

1⩽𝑘⩽2𝑁, 𝑘≠𝑗
𝑑𝑘 ∇𝐹 (𝒂𝑗 − 𝒂𝑘) − 2𝑸0, 𝑡 > 0,（2­7）

其中 𝒒∗(𝒂) = 𝒒∗(𝒂(𝑡))满足

𝒒∗(𝒂(𝑡)) ∈ 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒂𝑗(𝑡) + 2πℤ2, （2­8）
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而且方程式（2­7）初值为

𝒂𝑗(0) = 𝒂0
𝑗 , 𝒒∗(𝒂(0)) = 𝒒0. （2­9）

包含定理 2.1 证明在内的本章主要结果基于本人与包维柱教授和简怀玉教授
的相关文章 [86] .

2.1 规范调和映射与重整化能量

如引言所述, 规范调和映射和重整化能量在我们研究量化涡旋的动力学规律
时起到了重要作用. 规范调和映射本身是一种特殊的 𝕊1­值函数（即函数值模长几
乎处处等于 1 的函数）, 所以我们在正式研究 NLS 的量化涡旋运动规律之前, 先
研究 𝕊1­值函数的性质,给出规范调和映射的定义以及它与重整化能量之间的联系.
本节所述内容并不局限于 NLS的研究,在后面几章会反复用到.
在本节,我们引入如下记号.
对于复数 𝑧, 𝑤,定义

⟨𝑧, 𝑤⟩ ∶= 𝑧𝑤 + 𝑧𝑤
2 . （2­10）

对于复值向量 𝒛 = (𝑧1, 𝑧2)𝑇 , 𝒘 = (𝑤1, 𝑤2)𝑇 ∈ ℂ2,定义

⟨𝒛, 𝒘⟩ ∶= ⟨𝑧1, 𝑤1⟩ + ⟨𝑧2, 𝑤2⟩ . （2­11）

对于 𝕋 2 上函数 𝑢,回顾 𝒋(𝑢)的定义式（1­28）,通过直接计算可以得到若 𝑢(𝒙) ≠ 0,
则

∇𝑢(𝒙) = 𝑢(𝒙)
|𝑢(𝒙)|∇|𝑢(𝒙)| + i𝑢(𝒙)

|𝑢(𝒙)|
𝒋(𝑢(𝒙))
|𝑢(𝒙)| . （2­12）

因而

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

⟨∂𝑥𝑢, ∂𝑥𝑢⟩ = (𝑗1(𝑢))2

|𝑢|2 + (∂𝑥|𝑢|)2,

⟨∂𝑥𝑢, ∂𝑦𝑢⟩ = 𝑗1(𝑢)𝑗2(𝑢)
|𝑢|2 + ∂𝑥|𝑢|∂𝑦|𝑢|,

⟨∂𝑦𝑢, ∂𝑦𝑢⟩ = (𝑗2(𝑢))2

|𝑢|2 + (∂𝑦|𝑢|)2.

（2­13）

对于任意 𝒂 = (𝒂1, ⋯ , 𝒂2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗ ,定义

𝑟(𝒂) ∶= 1
4 min

1⩽𝑗<𝑘⩽2𝑁
|𝒂𝑗 − 𝒂𝑘|. （2­14）

进而,对于任意 𝜌 < 𝑟(𝒂),可以定义

𝕋 2
𝜌 (𝒂) ∶= 𝕋 2\ ∪2𝑁

𝑗=1 𝐵𝜌(𝒂𝑗), 𝕋 2
∗ (𝒂) ∶= ∪𝜌>0𝕋 2

𝜌 (𝒂) = 𝕋 2\{𝒂1, ⋯ , 𝒂2𝑁}. （2­15）
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对任意 𝜌 > 0,定义

(𝕋 2)2𝑁
𝜌 ∶= {(𝒙1, ⋯ , 𝒙2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁 | |𝒙𝑗 − 𝒙𝑘| > 𝜌, ∀1 ⩽ 𝑗 < 𝑘 ⩽ 2𝑁}. （2­16）

回顾 𝐹 定义式（1­36）,对任意 𝒂 = (𝒂1, ⋯ , 𝒂2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗ 定义

𝛷𝒂(𝒙) ∶=
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝐹 (𝒙 − 𝒂𝑗). （2­17）

对于复数值函数 𝑢,记它的黑塞矩阵（Hessian metrix）为Hess 𝑢,同时定义∇𝑢⊗
∇𝑢与 ∇ ⋅ (∇𝑢 ⊗ ∇𝑢)分别为

∇𝑢 ⊗ ∇𝑢 ∶=
(

⟨∂𝑥𝑢, ∂𝑥𝑢⟩ ⟨∂𝑥𝑢, ∂𝑦𝑢⟩
⟨∂𝑦𝑢, ∂𝑥𝑢⟩ ⟨∂𝑦𝑢, ∂𝑦𝑢⟩ )

, （2­18）

∇ ⋅ (∇𝑢 ⊗ ∇𝑢) =
(

∂𝑥 ⟨∂𝑥𝑢, ∂𝑥𝑢⟩ + ∂𝑦 ⟨∂𝑦𝑢, ∂𝑥𝑢⟩
∂𝑥 ⟨∂𝑥𝑢, ∂𝑦𝑢⟩ + ∂𝑦 ⟨∂𝑦𝑢, ∂𝑦𝑢⟩ )

. （2­19）

2.1.1 环面上的 𝕊1­值函数

引理 2.1： 如果 𝕊1­值函数 𝑢 ∈ 𝐻1
𝑙𝑜𝑐(𝕋 2\{𝒂1, ⋯ , 𝒂2𝑁}) ∩ 𝑊 1,1(𝕋 2)满足

𝐽(𝑢) = π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂𝑗 于𝑊 −1,1(𝕋 2), （2­20）

其中 𝒂 = (𝒂1, ⋯ , 𝒂2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗ ,那么

∫𝕋 2
𝒋(𝑢)d𝒙 ∈ 2π𝕁

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒂𝑗 + 2πℤ2. （2­21）

证明 不失一般性,可以假设 𝒂𝑗 = (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)𝑇 ∈ (0, 1)2. 因为 𝑢是一个 𝕊1­值函数,所以
记

𝑢(𝒙) = ei𝛩(𝒙). （2­22）

上式与式（1­28）可推出

𝒋(𝑢) = Im (𝑢∇𝑢) = ∇𝛩. （2­23）

因为 𝑢是 𝕋 2上的函数,式（2­23）可推导出存在 𝑘1 ∈ ℤ使得

∫
1

0
𝑗1(𝑢(𝑥, 0))d𝑥 = ∫

1

0
∂𝑥𝛩(𝑥, 0)d𝑥 = 𝛩(1, 0) − 𝛩(0, 0) = 2π𝑘1. （2­24）

通过式（2­20）以及雅可比行列式定义式（1­42）, 对任意 𝑦 ∈ [0, 1] 以及 𝑈𝑦 =
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[0, 1] × [0, 𝑦],

∫
1

0
𝑗1(𝑢(𝑥, 0))d𝑥− ∫

1

0
𝑗1(𝑢(𝑥, 𝑦))d𝑥 = ∫∂𝑈𝑦

𝒋(𝑢(𝒙)) ⋅ 𝝉d𝜎

= ∫𝑈𝑦
∇ ⋅ (𝕁𝒋(𝑢(𝒙)))d𝒙 = 2π ∫𝑈𝑦

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂𝑗 d𝒙

=2π ∑
1⩽𝑗⩽2𝑁

𝑦𝑗<𝑦

𝑑𝑗 = 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝜒[𝑦𝑗 ,1](𝑦). （2­25）

式（2­24）、式（2­25）以及式（1­29）可推导出

∫𝕋 2
𝑗1(𝑢(𝒙))d𝒙 = ∫

1

0 ∫
1

0
𝑗1(𝑢(𝒙))d𝑥d𝑦

= ∫
1

0

⎛
⎜
⎜
⎝
2π𝑘1 − 2π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝜒[𝑦𝑗 ,1](𝑦)
⎞
⎟
⎟
⎠

d𝑦

=2π𝑘1 − 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗(1 − 𝑦𝑗) = 2π𝑘1 + 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝑦𝑗 − 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗

=2π𝑘1 + 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝑦𝑗 . （2­26）

与式（2­26）的证明类似,存在 𝑘2 ∈ ℤ使得

∫𝕋 2
𝑗2(𝑢(𝒙))d𝒙 = 2π𝑘2 − 2π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝑥𝑗 = ∫
1

0
𝑗2(𝑢(0, 𝑦))d𝑦 − 2π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝑥𝑗 . （2­27）

结合式（2­26）以及式（2­27）,可以得到式（2­21）. ∎
以上引理有如下推论:

引理 2.2： 如果 𝑢𝜀 ∈ 𝐻1(𝕋 2)是一列函数,其满足存在 𝒂 = (𝒂1, ⋯ , 𝒂2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗

以及 𝐶 > 0使得

𝐽(𝑢𝜀) → π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒂𝑗 于𝑊 −1,1(𝕋 2), 𝐸𝜀(𝑢𝜀) ⩽ 2𝑁π ln 1
𝜀 + 𝐶, （2­28）

而且极限 lim𝜀→0 𝑸(𝑢𝜀)存在,那么

lim
𝜀→0

𝑸(𝑢𝜀) ∈ 2π𝕁
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒂𝑗 + 2πℤ2. （2­29）

在正式给出引理 2.2的证明之前,我们先陈述如下引理,其由 Colliander和 Jer­
rard给出,证明参考 Colliander等 [43] 对其定理 1.4.3和定理 1.4.4的证明.
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引理 2.3 (Colliander­Jerrard)： 假设 𝑢 ∈ 𝐻1(𝕋 2; ℂ),而且存在 𝒂0 = (𝒂0
1, ⋯ , 𝒂0

2𝑁 ) ∈
(𝕋 2)2𝑁

∗ 以及 𝜀 < 𝑟(𝒂0), 𝛾1 ∈ ℝ使得
‖
‖
‖‖

𝐽(𝑢) − π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂0
𝑗

‖
‖
‖‖𝑊 −1,1(𝕋 2)

⩽ π
200𝑟(𝒂0), 𝐸𝜀(𝑢) ⩽ 2𝑁π ln 𝑟(𝒂0)

𝜀 + 𝛾1. （2­30）

那么存在 𝒂𝑗 ∈ 𝐵𝑟(𝒂0)/2(𝒂0
𝑗 ), 𝑗 = 1, ⋯ , 2𝑁 使得

‖
‖
‖‖

𝑘𝜀𝑒𝜀(𝑢) − π
2𝑁

∑
𝑗=1

δ𝒂𝑗

‖
‖
‖‖𝑊 −1,1(𝕋 2)

⩽ 𝐶(𝛾1)𝑘𝜀, （2­31）

‖
‖
‖‖

𝐽(𝑢) − π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂𝑗

‖
‖
‖‖𝑊 −1,1(𝕋 2)

⩽ 𝑓𝛾1(𝜀). （2­32）

上式中 𝑓𝛾1 满足 lim𝜀→0 𝑓𝛾1(𝜀) = 0. 此外, 对满足 0 < 𝜌 < 𝑟(𝒂0)/2 的任意 𝜌 以及
𝒂 = (𝒂1, ⋯ , 𝒂2𝑁 ),下式成立:

∫𝕋 2
𝜌 (𝒂)

𝑒𝜀(𝑢)d𝒙 ⩽ 𝐶(𝜌, 𝛾1), ∫𝐵𝜌(𝒂𝑗 )
𝑒𝜀(𝑢)d𝒙 ⩾ π ln 𝜌

𝜀 − 𝐶(𝛾1). （2­33）

最后,对于任意 𝑝 ∈ [1, 2),有如下估计:

‖𝒋(𝑢)‖𝐿𝑝(𝕋 2) ⩽ 𝐶(𝑝, 𝛾1), ‖∇𝑢‖𝐿𝑝(𝕋 2) ⩽ 𝐶(𝑝, 𝛾1). （2­34）

引理 2.2的证明如下:
证明 通过式（2­28）以及引理2.3可知 ‖𝑢𝜀‖𝑊 1,3/2(𝕋 2)是一致有界的:

‖𝑢𝜀‖𝑊 1,3/2(𝕋 2) ⩽ 𝐶. （2­35）

因此,存在函数 𝑢 ∈ 𝑊 1,3/2(𝕋 2) ↪↪ 𝐿3(𝕋 2)使得

𝑢𝜀 → 𝑢于 𝐿3(𝕋 2), ∇𝑢𝜀 ⇀ ∇𝑢于 𝐿3/2(𝕋 2). （2­36）

上式与式（1­28）可推导出

𝒋(𝑢𝜀) ⇀ 𝒋(𝑢)于 𝐿1(𝕋 2). （2­37）

此外,式（2­28）可推导出

‖|𝑢𝜀|2 − 1‖
2
𝐿2(𝕋 2) ⩽ 4𝜀2𝐸𝜀(𝑢𝜀) → 0. （2­38）

因此, |𝑢𝜀| → 1. 再考虑到式（2­36）,就会有 |𝑢| = 1,即 𝑢是一个 𝕊1­值函数.
对任意 𝜑 ∈ 𝐶1(𝕋 2),结合雅可比行列式定义式（1­42）以及式（2­28）可推出

∫𝕋 2
𝜑𝐽(𝑢)d𝒙 =1

2 ∫𝕋 2
(𝕁∇𝜑) ⋅ 𝒋(𝑢)d𝒙 = lim

𝜀→0
1
2 ∫𝕋 2

(𝕁∇𝜑) ⋅ 𝒋(𝑢𝜀)d𝒙
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= lim
𝜀→0 ∫𝕋 2

𝜑𝐽(𝑢𝜀)d𝒙 = π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝜑(𝒂𝑗). （2­39）

因此 𝑢是一个满足式（2­20）的 𝕊1­值函数. 定理2.1意味着 ∫𝕋 2 𝒋(𝑢)d𝒙满足式（2­21）
. 再考虑到式（2­37）,我们有

∫𝕋 2
𝒋(𝑢𝜀)d𝒙 → ∫𝕋 2

𝒋(𝑢)d𝒙. （2­40）

上式结合式（2­21）可推出式（2­29）. ∎

2.1.2 规范调和映射

规范调和映射是一类特殊的 𝕊1­值函数. 自从其被 Bethuel等 [22]提出以来, 其
一直在量化涡旋动力学规律研究中有着重要作用. 本小节将构造环面上的规范调
和映射,并介绍其基本性质.
定义 2.1 (规范调和映射)： 对任意 𝒂 = (𝒂1, ⋯ , 𝒂2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁

∗ , 𝒒 ∈ 2π ∑2𝑁
𝑗=1 𝑑𝑗𝒂𝑗 +

2πℤ2,固定一个 𝒙0 ∈ 𝕋 2
∗ (𝒂),然后定义规范调和映射

𝐻 = 𝐻(𝒙; 𝒂, 𝒒) ∶= ei(𝛩𝒂(𝒙)+(𝕁𝒒)⋅𝒙), （2­41）

其中 𝒙 的坐标选取满足 (𝑥, 𝑦)𝑇 ∈ [0, 1)2, 𝛩𝒂(𝒙) 定义如下: 取定 𝒙0, 𝒂1, 𝒂2, ⋯ , 𝒂2𝑁

坐标分别为 (𝑥0, 𝑦0)𝑇 , (𝑥1, 𝑦1)𝑇 , (𝑥2, 𝑦2)𝑇 , ⋯ , (𝑥2𝑁 , 𝑦2𝑁 )𝑇 ∈ [0, 1)2, 再取一条
连接 (𝑥0, 𝑦0)𝑇 与 (𝑥, 𝑦)𝑇 的不自相交的曲线 𝜶 ∶ [0, 1] → 𝛺∗(𝒂) ∶=
[0, 1)2\{(𝑥1, 𝑦1)𝑇 , (𝑥2, 𝑦2)𝑇 , ⋯ , (𝑥2𝑁 , 𝑦2𝑁 )𝑇 },则 𝛩𝒂(𝒙)定义为

𝛩𝒂(𝒙) ∶= ∫
1

0
(−𝕁∇𝛷𝒂(𝜶(𝑠))) ⋅ 𝜶̇(𝑠)d𝑠. （2­42）

引理 2.4： 由式（2­41）给出的规范调和映射 𝐻 = 𝐻(𝒙; 𝒂, 𝒒) 是良定义的, 而且
𝐻 ∈ 𝐶∞

𝑙𝑜𝑐(𝕋 2
∗ (𝒂)) ∩ 𝑊 1,1(𝕋 2)以及

𝒋(𝐻(𝒙; 𝒂, 𝒒)) = −𝕁∇𝛷𝒂(𝒙) + 𝕁𝒒, |𝐻(𝒙; 𝒂, 𝒒)| = 1, ∀𝒙 ∈ 𝕋 2
∗ (𝒂). （2­43）

证明 依然记 𝒂𝑗 的坐标为 (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)𝑇 ∈ [0, 1)2, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 2𝑁 .
首先需要证明 𝐻 在 𝛺∗(𝒂)上是良定义的. 对任意 𝒙 ∈ 𝛺∗(𝒂),如果存在两条连

接 (𝑥0, 𝑦0)𝑇 与 (𝑥, 𝑦)𝑇 的曲线 𝜶1, 𝜶2,并记利用两条曲线定义的 𝛩𝒂(𝒙)分别为 𝛩1, 𝛩2.
考虑由这 𝜶1, 𝜶2两条曲线围起来的区域 𝑈 ,则

𝛩1 − 𝛩2 = ∫
1

0
(−𝕁∇𝛷𝒂(𝜶1)) ⋅ ̇𝜶1(𝑠)d𝑠 − ∫

1

0
(−𝕁∇𝛷𝒂(𝜶2)) ⋅ ̇𝜶2(𝑠)d𝑠

= ∫∂𝑈
∇𝛷𝒂 ⋅ 𝒏d𝜎 = ∫𝑈

∆𝛷𝒂d𝒙 = 2π ∑
𝒂𝑗∈𝑈

𝑑𝑗 , （2­44）

将上式带入 𝐻 的定义式（2­41）, 可以得到 ei(𝛩1+(𝕁𝒒)⋅𝒙) = ei(𝛩2+(𝕁𝒒)⋅𝒙), 因而 𝐻 在
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𝛺∗(𝒂)上是良定义的. 而且根据𝐻 的定义式（2­41）以及 𝒋的定义式（1­28）,可以
得到式（2­43）以及

∇𝐻 = i𝐻𝒋(𝐻). （2­45）

接下来我们证明𝐻 是 𝕋 2
∗ (𝒂)上良定义的函数. 记

𝛩𝒂(𝑥, 1) = lim
𝑦→1−

𝛩𝒂(𝑥, 𝑦), 𝛩𝒂(1, 𝑦) = lim
𝑥→1−

𝛩𝒂(𝑥, 𝑦). （2­46）

由式（2­42）可知

∇𝛩𝒂 = −𝕁∇𝛷𝒂, （2­47）

进而对任意 𝑥 ∈ [0, 1],

𝛩𝒂(𝑥, 1) − 𝛩𝒂(𝑥, 0) = ∫
1

0
∂𝑥𝛷𝒂(𝑥, 𝑦)d𝑦. （2­48）

由 𝛷𝒂 的定义式（2­17）以及 𝛷𝒂 ∈ 𝐶∞
𝑙𝑜𝑐(𝕋 2

∗ (𝒂))可以推出对于任意 𝑥 ∈ [0, 1]以及
𝑈𝑥 ∶= [0, 𝑥] × [0, 1],

∫
1

0
∂𝑥𝛷𝒂(𝑥, 𝑦)d𝑦 − ∫

1

0
∂𝑥𝛷𝒂(0, 𝑦)d𝑦 = ∫𝑈𝑥

∆𝛷𝒂d𝒙

=2π ∑
𝒂𝑗∈𝑈𝑥

𝑑𝑗 = 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝜒[𝑥𝑗 ,1](𝑥). （2­49）

由式（2­49）可以得到

∫𝕋 2
∂𝑥𝛷𝒂(𝒙)d𝒙 = ∫

1

0
∂𝑥𝛷𝒂(0, 𝑦)d𝑦 + 2π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗(1 − 𝑥𝑗). （2­50）

根据 𝛷𝒂定义式（2­17）, 𝐹 的定义式（1­36）以及式（1­29）可知

∫𝕋 2
∂𝑥𝛷𝒂(𝒙)d𝒙 = ∫𝕋 2

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗∂𝑥𝐹 (𝒙 − 𝒂𝑗)d𝒙 =
⎛
⎜
⎜
⎝

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

∫𝕋 2
∂𝑥𝐹 (𝒙)d𝒙 = 0. （2­51）

结合式（2­48）、式（2­49）、式（2­50）、式（2­51）与式（1­29）,我们有

𝛩𝒂(𝑥, 1) − 𝛩𝒂(𝑥, 0) ∈ 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝑥𝑗 + 2πℤ. （2­52）

将上式代入式（2­41）,注意到 𝒒 ∈ 2π ∑2𝑁
𝑗=1 𝑑𝑗𝒂𝑗 + 2πℤ2,可知对任意 𝑥 ∈ [0, 1],

lim
𝑦→1−

𝐻((𝑥, 𝑦)𝑇 ; 𝒂, 𝒒) = ei(𝛩(𝑥,1)+(𝕁𝒒)⋅(𝑥,1)𝑇 ) = ei(𝛩(𝑥,0)+(𝕁𝒒)⋅(𝑥,0)𝑇 ) = 𝐻((𝑥, 0)𝑇 ; 𝒂, 𝒒).
（2­53）
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同样地,对任意 𝑦 ∈ [0, 1],

lim
𝑥→1−

𝐻((𝑥, 𝑦)𝑇 ; 𝒂, 𝒒) = 𝐻((0, 𝑦)𝑇 ; 𝒂, 𝒒). （2­54）

也就是说 𝐻 是 𝕋 2
∗ (𝒂)上连续函数. 再根据式（2­45）与式（2­43）,可以得出 𝐻 ∈

𝐶∞
𝑙𝑜𝑐(𝕋 2

∗ (𝒂)) ∩ 𝑊 1,1(𝕋 2). ∎
引理 2.5： 由定义 2.1给出的规范调和映射映射𝐻 满足

∇ ⋅ 𝒋(𝐻) = 0, ∇ ⋅ (𝕁𝒋(𝐻)) = 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂𝑗 , ∫𝕋 2
𝒋(𝐻)d𝒙 = 𝕁𝒒. （2­55）

证明 式（2­55）是式（2­43）以及 𝛷𝒂的定义式（2­17）的直接推论. ∎

2.1.3 重整化能量的梯度

回顾重整化能量𝑊 的定义式（1­35）,注意到 𝒒有限制 𝒒 ∈ 2π ∑2𝑁
𝑗=1 𝑑𝑗𝒂𝑗 +2πℤ2.

因此,在 𝒂 ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗ 的足够小的邻域内,可以找到 𝒌 ∈ ℤ2使得

𝒒 = 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒂𝑗 + 2π𝒌. （2­56）

结合上式与式（1­35）就会有

𝑊 (𝒂; 𝒒) = −π ∑
1⩽𝑘≠𝑙⩽2𝑁

𝑑𝑘𝑑𝑙𝐹 (𝒂𝑘 − 𝒂𝑙) + 1
2

|
|
||
2π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒂𝑗 + 2π𝒌
|
|
||

2

. （2­57）

在式（2­57）两边对 𝒂𝑗 求梯度:

∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂; 𝒒) = − 2π
2𝑁

∑
𝑘=1,𝑘≠𝑗

𝑑𝑘𝑑𝑗∇𝐹 (𝒂𝑗 − 𝒂𝑘) + 2π𝑑𝑗
⎛
⎜
⎜
⎝
2π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒂𝑗 + 2π𝒌
⎞
⎟
⎟
⎠

=2π𝑑𝑗
⎛
⎜
⎜
⎝
−

2𝑁

∑
𝑘=1,𝑘≠𝑗

𝑑𝑘∇𝐹 (𝒂𝑗 − 𝒂𝑘) + 𝒒
⎞
⎟
⎟
⎠

. （2­58）

由式（2­58）以及 𝐹 的定义式（1­36）可知,在 𝜌 > 0足够小时, 𝑊 在 (𝕋 2)2𝑁
𝜌 上是

李普希茨函数,即存在一个常数 𝐶𝜌(𝒒)使得

‖𝑊 (𝒂; 𝒒)‖𝐶1((𝕋 2)2𝑁
𝜌 ) ⩽ 𝐶𝜌(𝒒). （2­59）

2.1.4 重整化能量与规范调和映射的联系

引理 2.6： 给定 𝒂 ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗ , 𝒒 ∈ 2π ∑2𝑁

𝑗=1 𝑑𝑗𝒂𝑗 + 2πℤ2,假设𝐻 = 𝐻(𝒙; 𝒂, 𝒒)是由定
义 2.1给出的规范调和函数,则对任意 𝜌 < 𝑟(𝒂),

∫𝕋 2
𝜌 (𝒂)

𝑒𝜀(𝐻)d𝒙 = 2𝑁π ln 1
𝜌 + 𝑊 (𝒂; 𝒒) + 𝑂(𝜌2). （2­60）
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证明 考虑到式（2­45）以及式（2­43）,我们有

∫𝕋 2
𝜌 (𝒂)

𝑒𝜀(𝐻)d𝒙 =1
2 ∫𝕋 2

𝜌 (𝒂)
|𝒋(𝐻)|2d𝒙 = 1

2 ∫𝕋 2
𝜌 (𝒂)

|∇𝛷𝒂 − 𝒒|2d𝒙

=1
2 ∫𝕋 2

𝜌 (𝒂)
|∇𝛷𝒂|2d𝒙 − ∫𝕋 2

𝜌 (𝒂)
𝒒 ⋅ ∇𝛷𝒂d𝒙 + 1

2 ∫𝕋 2
𝜌 (𝒂)

|𝒒|2d𝒙. （2­61）

在 𝐵𝜌(𝒂𝑗)上定义

𝛷𝑗(𝒙) ∶= 𝛷𝒂(𝒙) − 𝑑𝑗 ln |𝒙 − 𝒂𝑗| =
2𝑁

∑
𝑘=1,𝑘≠𝑗

𝑑𝑘𝐹 (𝒙 − 𝒂𝑘) + 𝑑𝑗(𝐹 (𝒙 − 𝒂𝑗) − ln |𝒙 − 𝒂𝑗|).

（2­62）
利用𝛷𝒂定义,可以知道𝛷𝑗(𝒙)在 𝐵𝜌(𝒂𝑗)上是调和函数. 则式（2­61）右手边第一项
可写作

1
2 ∫𝕋 2

𝜌 (𝒂)
|∇𝛷𝒂|2d𝒙 = − 1

2

2𝑁

∑
𝑗=1 ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )

∂𝛷𝒂
∂𝒏 𝛷𝒂d𝜎 − 1

2 ∫𝕋 2
𝜌 (𝒂)

∆𝛷𝒂𝛷𝒂d𝒙

= − 1
2

2𝑁

∑
𝑗=1 ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 ) (𝑑𝑗

1
𝜌 +

∂𝛷𝑗
∂𝒏 ) (𝑑𝑗 ln 𝜌 + 𝛷𝑗)d𝜎

=2𝑁π ln 1
𝜌 − π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝛷𝑗(𝒂𝑗) − 1
2

2𝑁

∑
𝑗=1 ∫𝐵𝜌(𝒂𝑗 )

|∇𝛷𝑗|2d𝒙

=2𝑁π ln 1
𝜌 − π ∑

1⩽𝑘≠𝑙⩽2𝑁
𝑑𝑘𝑑𝑙𝐹 (𝒂𝑘 − 𝒂𝑙) + 𝑂(𝜌2). （2­63）

式（2­61）右手边第二项可写作

∫𝕋 2
𝜌 (𝒂)

𝒒 ⋅ ∇𝛷𝒂d𝒙 = −
2𝑁

∑
𝑗=1 ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )

𝛷𝒂𝒒 ⋅ 𝒏d𝜎 = −
2𝑁

∑
𝑗=1 ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )

(𝑑𝑗 ln 𝜌 + 𝛷𝑗)𝒒 ⋅ 𝒏d𝜎

= −
2𝑁

∑
𝑗=1 ∫𝐵𝜌(𝒂𝑗 )

𝒒 ⋅ ∇𝛷𝑗d𝒙 = 𝑂(𝜌2). （2­64）

直接计算式（2­61）右手边第三项可得
1
2 ∫𝕋 2

𝜌 (𝒂)
|𝒒|2d𝒙 = 1

2|𝒒|2(1 − 2𝑁π𝜌2). （2­65）

将式（2­63）­式（2­65）代入式（2­61）,就立刻得到式（2­60）. ∎
引理 2.7： 假设 𝐻 是由定义 2.1给出的规范调和映射, 𝜂 ∈ 𝐶∞

0 (𝐵𝑟(𝒂)(𝒂𝑗)),而且存
在 0 < 𝑅 < 𝑟(𝒂), 𝒑 = (𝑝1, 𝑝2)𝑇 ∈ ℝ2使得

∇𝜂(𝒙) = 𝒑, 𝒙 ∈ 𝐵𝑅(𝒂𝑗), （2­66）
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那么

∫𝕋 2
⟨𝕁𝒋(𝐻),Hess 𝜂𝒋(𝐻)⟩ d𝒙 = −∇𝜂(𝒂𝑗) ⋅ (𝕁∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂; 𝒒)), （2­67）

∫𝕋 2 (⟨𝒋(𝐻),Hess 𝜂𝒋(𝐻)⟩ − 1
2∆𝜂|𝒋(𝐻)|2

) d𝒙 = −∇𝜂(𝒂𝑗) ⋅ ∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂; 𝒒). （2­68）

证明 可以固定一个光滑函数 𝑓1 ∈ 𝐶∞
0 (𝐵2𝑟(𝒂)(𝒂𝑗))满足

𝑓1(𝒙) = 1, 𝒙 ∈ 𝐵𝑟(𝒂)(𝒂𝑗). （2­69）

再定义

𝛷̃(𝒙) ∶= 𝛷𝒂(𝒙) − 𝑓1(𝒙)𝒒 ⋅ (𝒙 − 𝒂𝑗), 𝒙 ∈ 𝕋 2. （2­70）

则 𝛷̃在 𝐵𝑟(𝒂)(𝒂𝑗)\{𝒂𝑗}上是调和函数,而且

𝒋(𝐻(𝒙)) = −𝕁∇𝛷̃(𝒙), 𝒙 ∈ 𝐵𝑟(𝒂)(𝒂𝑗). （2­71）

再定义

𝛷̃𝑗(𝒙) = 𝛷̃(𝒙) − 𝑑𝑗 ln |𝒙 − 𝒂𝑗|, 𝒙 ∈ 𝐵𝑟(𝒂)(𝒂𝑗), （2­72）

则根据式（2­17）以及式（2­70）可知 𝛷̃𝑗(𝒙)是 𝐵𝑟(𝒂)(𝒂𝑗)上的调和函数. 注意到式
（2­58）,下式成立

∇𝛷̃𝑗(𝒂𝑗) =
2𝑁

∑
𝑘=1,𝑘≠𝑗

𝑑𝑘∇𝐹 (𝒂𝑗 − 𝒂𝑘) − 𝒒 = −
𝑑𝑗
2π∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂; 𝒒). （2­73）

将式（2­71）代入式（2­67）左手边,并注意到 𝜂 ∈ 𝐶∞
0 (𝐵𝑟(𝒂)(𝒂𝑗))以及式（2­66）

,可以得到对任意 𝜌 < 𝑅,

∫𝕋 2
⟨𝕁𝒋(𝐻),Hess 𝜂𝒋(𝐻)⟩ d𝒙 = ∫𝐵𝑟(𝒂)\𝐵𝜌(𝒂𝑗 ) ⟨∇𝛷̃,Hess 𝜂(−𝕁∇𝛷̃)⟩ d𝒙

= ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )
∇𝜂 ⋅ (𝕁∇𝛷̃)∂𝛷̃

∂𝒏 d𝜎 + 1
2 ∫𝐵𝑟(𝒂)\𝐵𝜌(𝒂𝑗 )

∇𝜂 ⋅ (𝕁∇|𝛷̃|2)d𝒙

+ ∫𝐵𝑟(𝒂)\𝐵𝜌(𝒂𝑗 )
∇𝜂 ⋅ (𝕁∇𝛷̃)∆𝛷̃d𝒙

= ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )
∇𝜂 ⋅ (𝕁∇𝛷̃)∂𝛷̃

∂𝒏 d𝜎 − 1
2 ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )

((−𝕁∇𝜂) ⋅ 𝒏)|∇𝛷̃|2d𝜎

− 1
2 ∫𝐵𝑟(𝒂)\𝐵𝜌(𝒂𝑗 )

∇ ⋅ (−𝕁∇𝜂)|∇𝛷̃|2d𝒙

= ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )
∇𝜂 ⋅ (𝕁∇𝛷̃)∂𝛷̃

∂𝒏 d𝜎 − 1
2 ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )

((−𝕁∇𝜂) ⋅ 𝒏)|∇𝛷̃|2d𝜎. （2­74）
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将式（2­66）、式（2­72）与式（2­73）代入式（2­74）可知

∫𝕋 2
⟨𝕁𝒋(𝐻),Hess 𝜂𝒋(𝐻)⟩ d𝒙

= ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )
𝒑 ⋅ (𝕁 (𝑑𝑗

𝒏
𝜌 + ∇𝛷̃𝑗)) (

𝑑𝑗
𝜌 +

∂𝛷̃𝑗
∂𝒏 )

d𝜎

− 1
2 ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )

(𝒑 ⋅ (𝕁𝒏)) |𝑑𝑗
𝒏
𝜌 + ∇𝛷̃𝑗|

2
d𝜎

= ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 ) (
𝒑 ⋅ (𝕁𝒏)

𝜌2 + 𝑑𝑗
1
𝜌𝒑 ⋅ (𝕁∇𝛷̃𝑗) + 𝑑𝑗

1
𝜌𝒑 ⋅ (𝕁𝒏)

∂𝛷̃𝑗
∂𝒏 + 𝒑 ⋅ (𝕁∇𝛷̃𝑗)

∂𝛷̃𝑗
∂𝒏 )

d𝜎

− ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 ) (
𝒑 ⋅ (𝕁𝒏)

2𝜌2 + 𝑑𝑗
1
𝜌𝒑 ⋅ (𝕁𝒏)

∂𝛷̃𝑗
∂𝒏 + 1

2𝒑 ⋅ (𝕁𝒏)|∇𝛷̃𝑗|2
)

d𝜎

= 2π𝑑𝑗𝒑 ⋅ (−𝕁
𝑑𝑗
2π∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂; 𝒒)) + 𝑂(𝜌). （2­75）

令上式两端 𝜌 → 0并注意到式（2­66）,可得式（2­67）.
记外法向 𝒏 = (𝑛1, 𝑛2)𝑇 . 将式（2­71）代入式（2­68）左手边, 并注意到 𝜂 ∈

𝐶∞
0 (𝐵𝑟(𝒂)(𝒂𝑗))以及式（2­66）,可以得到对任意 𝜌 < 𝑅,

∫𝕋 2 (⟨𝒋(𝐻),Hess 𝜂𝒋(𝐻)⟩ − 1
2∆𝜂|𝒋(𝐻)|2

) d𝒙

= ∫𝐵𝑟(𝒂)\𝐵𝜌(𝒂𝑗 )

1
2 ((∂2

𝑥𝜂 − ∂2
𝑦𝜂) ((∂𝑦𝛷̃)

2
− (∂𝑥𝛷̃)

2

) − 4∂𝑥∂𝑦𝜂∂𝑥𝛷̃∂𝑥𝛷̃) d𝒙

= − ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )

1
2 (∂𝑥𝜂𝑛1 − ∂𝑦𝜂𝑛2) ((∂𝑦𝛷̃)

2
− (∂𝑥𝛷̃)

2

) d𝜎

+ ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )
∂𝑥𝛷̃∂𝑦𝛷̃ (∂𝑦𝜂𝑛1 + ∂𝑥𝜂𝑛2) d𝜎

− ∫𝐵𝑟(𝒂)\𝐵𝜌(𝒂𝑗 ) (∂𝑥𝜂 (∂𝑦∂𝑥𝛷̃∂𝑦𝛷̃ − ∂2
𝑥𝛷̃∂𝑥𝛷̃) − ∂𝑦𝜂 (∂2

𝑦𝛷̃∂𝑦𝛷̃ − ∂𝑥∂𝑦𝛷̃∂𝑥𝛷̃)) d𝒙

+ ∫𝐵𝑟(𝒂)\𝐵𝜌(𝒂𝑗 ) (∂𝑥𝜂 (∂𝑥∂𝑦𝛷̃∂𝑦𝛷̃ + ∂𝑥𝛷̃∂2
𝑦𝛷̃) + ∂𝑦𝜂 (∂𝑥∂𝑦𝛷̃∂𝑥𝛷̃ + ∂𝑦𝛷̃∂2

𝑥𝛷̃)) d𝒙

= − ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )

1
2 (𝑝1𝑛1 − 𝑝2𝑛2) ((∂𝑦𝛷̃)

2
− (∂𝑥𝛷̃)

2

) d𝜎

+ ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )
∂𝑥𝛷̃∂𝑦𝛷̃ (𝑝2𝑛1 + 𝑝1𝑛2) d𝜎. （2­76）

将式（2­66）、式（2­72）与式（2­73）代入式（2­76）,就得到

∫𝕋 2 (⟨𝒋(𝐻),Hess 𝜂𝒋(𝐻)⟩ − 1
2∆𝜂|𝒋(𝐻)|2

) d𝒙
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= ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )
𝑝1 (

−𝑛1
2 (

𝑑𝑗𝑛2
𝜌 + ∂𝑦𝛷̃𝑗)

2
+ 𝑛1

2 (
𝑑𝑗𝑛1

𝜌 + ∂𝑥𝛷̃𝑗)
2

+𝑛2 (
𝑑𝑗𝑛1

𝜌 + ∂𝑥𝛷̃𝑗) (
𝑑𝑗𝑛2

𝜌 + ∂𝑦𝛷̃𝑗)) d𝜎

+ ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )
𝑝2 (

𝑛2
2 (

𝑑𝑗𝑛2
𝜌 + ∂𝑦𝛷̃𝑗)

2
− 𝑛2

2 (
𝑑𝑗𝑛1

𝜌 + ∂𝑥𝛷̃𝑗)
2

+𝑛1 (
𝑑𝑗𝑛1

𝜌 + ∂𝑥𝛷̃𝑗) (
𝑑𝑗𝑛2

𝜌 + ∂𝑦𝛷̃𝑗)) d𝜎

= ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )
𝑝1 (

𝑛1
2𝜌2 +

𝑑𝑗
𝜌 ∂𝑥𝛷̃𝑗 + 𝑛1

2 (∂𝑥𝛷̃𝑗)
2

− 𝑛1
2 (∂𝑦𝛷̃𝑗)

2
+ 𝑛2∂𝑥𝛷̃𝑗∂𝑦𝛷̃𝑗) d𝜎

+ ∫∂𝐵𝜌(𝒂𝑗 )
𝑝2 (

𝑛2
2𝜌2 +

𝑑𝑗
𝜌 ∂𝑦𝛷̃𝑗 − 𝑛2

2 (∂𝑥𝛷̃𝑗)
2

+ 𝑛2
2 (∂𝑦𝛷̃𝑗)

2
+ 𝑛1∂𝑥𝛷̃𝑗∂𝑦𝛷̃𝑗) d𝜎

= −𝒑 ⋅ ∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂; 𝒒) + 𝑂(𝜌). （2­77）

令上式两端 𝜌 → 0并注意到式（2­66）,可得式（2­68）. ∎

2.2 量化涡旋的存在性

通过对 |𝑢𝜀(𝑡)|2, 𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝑡)), 𝒋(𝑢𝜀)求导,并代入方程式（2­1）,很容易就可以得到

∂𝑡|𝑢𝜀(𝑡)|2 = 2∇ ⋅ 𝒋(𝑢𝜀(𝑡)), （2­78）

∂𝑡𝑒𝜀(𝑢𝜀) = ∇ ⋅ (Re(𝑢𝜀
𝑡 ∇𝑢𝜀

)) , （2­79）

∂𝑡𝒋(𝑢𝜀) = 2∇ ⋅ (∇𝑢𝜀 ⊗ ∇𝑢𝜀) − ∇ (2𝑒𝜀(𝑢𝜀) + Im(𝑢𝜀𝑢𝜀
𝑡 )) . （2­80）

以上三个式子的直接推论是 𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)), 𝑸(𝑢𝜀(𝑡))是守恒的:

𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) ≡ 𝐸𝜀(𝑢𝜀
0), 𝑡 ⩾ 0, （2­81）

𝑸(𝑢𝜀(𝑡)) ≡ 𝑸(𝑢𝜀
0), 𝑡 ⩾ 0. （2­82）

由式（2­80）以及式（1­42）可得

∂𝑡𝐽(𝑢𝜀) = ∇ ⋅ (𝕁∇ ⋅ (∇𝑢𝜀 ⊗ ∇𝑢𝜀)). （2­83）

进而对任意 𝜑 ∈ 𝐶2(𝕋 2),

∫𝕋 2
∂𝑡𝐽(𝑢𝜀)𝜑d𝒙 = ∫𝕋 2

⟨Hess (𝜑)∇𝑢𝜀, 𝕁∇𝑢𝜀⟩ d𝒙. （2­84）

注释 2.1： 式（2­84）以及类似的等式将在本文之后的证明之中反复出现并起到
重要作用. 一般说来,方程的解 𝑢𝜀 的奇性出现在量化涡旋附近,注意到等式右端只
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与 𝜑的二阶导数有关,如果将式（2­84）中的 𝜑取成在量化涡旋附近线性的函数,
那么就可以规避掉量化涡旋附近的奇性.
利用以上等式,可以证明如下引理,它表明了量化涡旋在 𝜀 → 0极限下的存在

性:
引理 2.8： 如果初值 𝑢𝜀

0满足式（2­3）、式（2­4）与式（2­5）,则存在 𝑇 > 0以及
李普希茨函数 𝒃𝑗 ∶ [0, 𝑇 ) → 𝕋 2, 𝑗 = 1, ⋯ , 2𝑁 ,使得 NLS式（2­1）的弱解 𝑢𝜀满足

𝐽(𝑢𝜀(𝑡)) → π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒃𝑗 (𝑡) 于𝑊 −1,1(𝕋 2). （2­85）

此外, 𝑇 和 𝒃 = (𝒃1, ⋯ , 𝒃2𝑁 )满足

𝑇 = inf{𝑡 > 0|存在 1 ⩽ 𝑗 < 𝑘 ⩽ 2𝑁 使得 |𝒃𝑗(𝑡) − 𝒃𝑘(𝑡)| = 0}. （2­86）

𝒃(0) = 𝒂0. （2­87）

证明 证明分为四步:
第 1步: 证明 𝐽(𝑢𝜀(𝑡))的收敛性并给出一些估计:
简记 𝑟0 ∶= 𝑟(𝒂0). 根据式（2­81）以及式（2­5）,存在一致的常数 𝐶 使得

𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) ⩽ 2𝑁π ln 1
𝜀 + 𝐶, 𝑡 ⩾ 0. （2­88）

根据式（2­3）,存在 𝜀0 > 0使得任意 𝜀 < 𝜀0,

‖
‖
‖‖

𝐽(𝑢𝜀(0)) − π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂0
𝑗

‖
‖
‖‖𝑊 −1,1(𝕋 2)

⩽ π
400𝑟0. （2­89）

根据 𝑢𝜀 ∈ 𝐶([0, +∞), 𝐻1(𝕋 2)),当 𝑡 → 0时,在 𝐿2(𝕋 2)中有 ∇𝑢𝜀(𝑡) → 𝑢𝜀(0),因而在
𝐿1(𝕋 2)中 𝐽(𝑢𝜀(𝑡)) → 𝐽(𝑢𝜀(0)). 再考虑到 𝐿1(𝕋 2) ↪ 𝑊 −1,1(𝕋 2),我们可以定义 𝑇 𝜀 > 0
如下

𝑇 𝜀 ∶= sup{𝜏 |‖𝐽(𝑢𝜀(0)) − 𝐽(𝑢𝜀(𝑡))‖𝑊 −1,1(𝕋 2) ⩽ π
400𝑟0, 0 < 𝑡 < 𝜏 } . （2­90）

结合式（2­90）与式（2­89）我们有
‖
‖
‖‖

𝐽(𝑢𝜀(𝑡)) − π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂0
𝑗

‖
‖
‖‖𝑊 −1,1(𝕋 2)

⩽ π
200𝑟0, 0 < 𝑡 < 𝑇 𝜀. （2­91）

结合上式与式（2­88）,根据引理 2.3可知,存在 𝒃𝜀
𝑗 (𝑡) ∈ 𝐵𝑟0/2(𝒂0

𝑗 )使得下面的式子
成立:

‖
‖
‖‖

𝐽(𝑢𝜀(𝑡)) − π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒃𝜀
𝑗 (𝑡)

‖
‖
‖‖𝑊 −1,1(𝕋 2)

= 𝑜(1), （2­92）
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‖
‖
‖‖

𝑘𝜀𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) − π
2𝑁

∑
𝑗=1

δ𝒃𝜀
𝑗 (𝑡)

‖
‖
‖‖𝑊 −1,1(𝕋 2)

= 𝑜(1), （2­93）

以及

∫𝕋 2
𝑟0/4(𝒃𝜀(𝑡))

𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝑡))d𝒙 ⩽ 𝐶, ∫𝐵𝑟0/4(𝒃𝜀
𝑗 (𝑡))

𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝑡))d𝒙 ⩾ π ln 𝑟0
4𝜀 − 𝐶. （2­94）

因为 𝒃𝜀
𝑗 (𝑡) ∈ 𝐵𝑟0/2(𝒂0

𝑗 ), 所以 𝒃𝜀 = 𝒃𝜀(𝑡) = (𝒃𝜀
1(𝑡), ⋯ , 𝒃𝜀

2𝑁 (𝑡)) 满足 𝕋 2
𝑟0/4(𝒃𝜀(𝑡)) ⊃

𝕋 2
3𝑟0/4(𝒂0),而且 𝐵𝑟0/4(𝒃𝜀

𝑗 (𝑡)), 𝑗 = 1, ⋯ , 2𝑁 两两不交,所以由式（2­94）可推出

1
2‖∇𝑢𝜀(𝑡)‖2

𝐿2(𝕋 2
3𝑟0/4(𝒂0))

⩽ ∫𝕋 2
3𝑟0/4(𝒂0)

𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) ⩽ 𝐶, （2­95）

第 2步: 估计 |𝒃𝜀(𝑡1) − 𝒃𝜀(𝑡2)|
对于任意 𝑗 = 1, ⋯ , 2𝑁 以及任意 0 ⩽ 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑇 𝜀,取 𝜂 ∈ 𝐶∞

0 (𝐵𝑟0(𝒂0
𝑗 ))满足

𝜂(𝒙) = 𝑑𝑗
𝒃𝜀

𝑗 (𝑡2) − 𝒃𝜀
𝑗 (𝑡1)

|𝒃𝜀
𝑗 (𝑡2) − 𝒃𝜀

𝑗 (𝑡1)| ⋅ (𝒙 − 𝒂0
𝑗 ), 𝒙 ∈ 𝐵3𝑟0/4(𝒂0

𝑗 ), （2­96）

则由式（2­84）、式（2­92）和式（2­95）,我们有

π|𝒃𝜀
𝑗 (𝑡2) − 𝒃𝜀

𝑗 (𝑡1)| =π𝑑𝑗𝜂(𝒃𝜀
𝑗 (𝑡2)) − π𝑑𝑗𝜂(𝒃𝜀

𝑗 (𝑡1))

= ∫𝕋 2
𝜂(𝒙)

⎛
⎜
⎜
⎝
π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒃𝜀
𝑗 (𝑡2) − π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒃𝜀
𝑗 (𝑡1)

⎞
⎟
⎟
⎠

d𝒙

= ∫𝕋 2
𝜂(𝒙) (𝐽(𝑢𝜀(𝑡2)) − 𝐽(𝑢𝜀(𝑡1))) d𝒙 + 𝑜(1)

= ∫
𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

⟨Hess (𝜂)∇𝑢𝜀, 𝕁∇𝑢𝜀⟩ d𝒙d𝑡 + 𝑜(1)

⩽2|𝑡2 − 𝑡1|‖𝜂‖𝐶2(𝐵𝑟0 (𝒂0
𝑗 )) sup

𝑡∈[𝑡1,𝑡2]
‖∇𝑢𝜀‖2

𝐿2(𝕋 2
3𝑟0/4(𝒂0))

+ 𝑜(1)

⩽𝐶∗|𝑡2 − 𝑡1| + 𝑜(1). （2­97）

第 3步: 证明 𝐽(𝑢𝜀(𝑡))收敛性
取定 0 < 𝜀1 < 𝜀0使得对任意 𝜀 < 𝜀1,以下三个不等式成立:

‖
‖
‖‖

𝐽(𝑢𝜀(0)) − π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂0
𝑗

‖
‖
‖‖𝑊 −1,1(𝕋 2)

⩽ π
1600𝑟0, （2­98）

‖
‖
‖‖

𝐽(𝑢𝜀(𝑡)) − π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒃𝜀
𝑗 (𝑡)

‖
‖
‖‖𝑊 −1,1(𝕋 2)

⩽ π
1600𝑟0, （2­99）

26



第 2章 非线性薛定谔方程量化涡旋的约化动力学规律

|𝒃𝜀(𝑡1) − 𝒃𝜀(𝑡2)| ⩽ 𝐶∗|𝑡1 − 𝑡2| + 1
3200𝑁 𝑟0, 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝑇 𝜀). （2­100）

结合式（2­98）­式（2­100）,可以得到

‖𝐽(𝑢𝜀(0)) − 𝐽(𝑢𝜀(𝑡))‖𝑊 −1,1(𝕋 2) ⩽ 2𝑁π𝐶∗𝑡 + 3π
1600𝑟0. （2­101）

我们接下来证明 𝑇 𝜀 ⩾ 𝑇0 ∶= 𝑟0/(6400𝑁𝐶∗)对任意 𝜀 < 𝜀1 成立. 假设不然,即存在
𝜀 < 𝜀1使得 𝑇 𝜀 < 𝑇0. 根据 𝑢𝜀 ∈ 𝐶([0, +∞), 𝐻1(𝕋 2))以及式（2­101）,下式成立:

‖𝐽(𝑢𝜀(0)) − 𝐽(𝑢𝜀(𝑇 𝜀))‖𝑊 −1,1(𝕋 2) = lim
𝜏→𝑇 𝜀−

‖𝐽(𝑢𝜀(0)) − 𝐽(𝑢𝜀(𝜏))‖𝑊 −1,1(𝕋 2)

⩽ lim
𝜏→𝑇 𝜀−

2𝑁π𝐶∗𝑡 + 3π
1600𝑟0

<2𝑁π𝐶∗𝑇0 + 3π
1600𝑟0 = 7π𝑟0

3200. （2­102）

再根据 𝑢𝜀 ∈ 𝐶([0, +∞), 𝐻1(𝕋 2)),存在 𝑡 > 𝑇 𝜀使得

‖𝐽(𝑢𝜀(0)) − 𝐽(𝑢𝜀(𝑡))‖𝑊 −1,1(𝕋 2) ⩽ π𝑟0
400, （2­103）

与 𝑇 𝜀定义式（2­90）矛盾.
由式（2­97）以及 𝒃𝜀

𝑗 (𝑡) ∈ 𝐵𝑟0/2(𝒂0
𝑗 )一致有界,我们可以重复阿尔泽拉­阿斯科

利（Arzelà­Ascoli）定理的证明,并作出适当的调整,得到 𝒃𝜀 存在子列一致收敛到

𝒃 = 𝒃(𝑡),而且 𝒃 ∈ 𝐶1([0, 𝑇0]; (𝕋 2)2𝑁
∗ ). 式（2­85）则是式（2­92）、式（2­93）以及

𝒃𝜀收敛性的直接推论. 最后,在式（2­85）中令 𝑡 = 0并与式（2­3）比较,就得到了
式（2­87）.
第 4步: 得到 𝑇 与 𝒃的关系式（2­86）
注意到以上证明在 𝒃(𝑡) ∈ (𝕋 2)2𝑁

∗ 时都可以重复, 因而可以延长 𝒃的存在区间
直到 [0, 𝑇 ),其中 𝑇 定义如式（2­86）. ∎
利用引理 2.8中得到的 𝒃(𝑡),定义

𝑢∗(𝒙, 𝑡) ∶= 𝐻(𝒙; 𝒃(𝑡), 𝒒∗(𝒃(𝑡))), （2­104）

其中 𝒒∗(𝒃(𝑡))是连续的,而且满足

𝒒∗(𝒃(𝑡)) ∈ 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒃𝑗(𝑡) + 2πℤ2, 𝒒∗(𝒃(0)) = 𝒒0. （2­105）

则有如下引理:
引理 2.9： 假设 𝑢𝜀, 𝒃 = 𝒃(𝑡) = (𝒃1, ⋯ , 𝒃2𝑁 )如引理 2.8所示,则对任意 𝑇1 < 𝑇 ,

𝒋(𝑢𝜀) ⇀ 𝒋(𝑢∗)于𝐿1(𝕋 2×[0, 𝑇1]), 𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| ⇀ 𝒋(𝑢∗)于𝐿2

𝑙𝑜𝑐(𝕋 2
∗ (𝒃(𝑡))×[0, 𝑇1]).（2­106）

证明 证明分为 4步.
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第 1步: 证明 𝒋(𝑢𝜀)的收敛性
记 𝑟1 ∶= min𝑡∈[0,𝑇1] 𝑟(𝒃(𝑡)). 式（2­85）意味着存在 𝜀0 使得对任意 𝜀 < 𝜀0, 𝑡 ∈

[0, 𝑇1],
‖
‖
‖‖

𝐽(𝑢𝜀(𝑡)) − π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒃𝑗 (𝑡)
‖
‖
‖‖𝑊 −1,1(𝕋 2)

⩽ π
200𝑟1 ⩽ π

200𝑟(𝒃(𝑡)). （2­107）

从而由引理 2.3以及式（2­88）,

∫𝕋 2
𝜌 (𝒃(𝑡))

𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡))d𝒙 ⩽ 𝐶, ‖𝒋(𝑢𝜀(𝑡))‖𝐿1(𝕋 2) ⩽ 𝐶, （2­108）

‖|𝑢𝜀|2 − 1‖𝐿2(𝕋 2) ⩽ 𝐶𝜀√| ln 𝜀|. （2­109）

式（2­108）意味着存在一个函数 𝒋1 ∈ 𝐿1(𝕋 2 × [0, 𝑇1])以及 𝑢𝜀的一个子列（仍

记为 𝑢𝜀）,使得

𝒋(𝑢𝜀) ⇀ 𝒋1 于 𝐿1(𝕋 2 × [0, 𝑇1]). （2­110）

结合式（2­108）、式（1­27）以及式（2­13）可推出

∫
𝑇1

0 ‖
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| ‖

2

𝐿2(𝕋 2
𝜌 (𝒃(𝑡)))

d𝑡 ⩽ 2 ∫
𝑇1

0 ∫𝕋 2
𝜌 (𝒃(𝑡))

𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝑡))d𝒙d𝑡 ⩽ 𝐶𝑇1. （2­111）

由上式可推导出存在函数 𝒋2 ∈ 𝐿2(𝕋 2
𝜌 (𝒃(𝑡)) × [0, 𝑇1])以及 𝑢𝜀 的一个子列（仍记为

𝑢𝜀）,使得
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| ⇀ 𝒋2 于 𝐿2(𝕋 2

𝜌 (𝒃(𝑡)) × [0, 𝑇1]). （2­112）

结合上式与式（2­109）,可以得到

𝒋(𝑢𝜀) = |𝑢𝜀|𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| ⇀ 𝒋2 于 𝐿1(𝕋 2

𝜌 (𝒃(𝑡)) × [0, 𝑇1]). （2­113）

通过式（2­110）和式（2­113）可推出

𝒋1 = 𝒋2. （2­114）

第 2步: 验证 ∇ ⋅ 𝒋1 = 0
对任意 𝜑 ∈ 𝐶1

0 (𝕋 2 × [0, 𝑇1]),根据式（2­78）以及式（2­109）,如下式子成立:

|∫𝕋 2×[0,𝑇1]
𝜑∇ ⋅ 𝒋(𝑢𝜀)d𝒙d𝑡| = |∫𝕋 2×[0,𝑇1]

𝜑∂𝑡
|𝑢𝜀|2 − 1

2 d𝒙d𝑡|

= |∫𝕋 2×[0,𝑇1]
∂𝑡𝜑

|𝑢𝜀|2 − 1
2 d𝒙d𝑡|

⩽𝐶‖𝜑‖𝐶1(𝕋 2×[0,𝑇1])𝜀√| ln 𝜀|, （2­115）
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进而

∫𝕋 2×[0,𝑇 ]
𝜑∇ ⋅ 𝒋1d𝒙d𝑡 = − ∫𝕋 2×[0,𝑇 ]

∇𝜑 ⋅ 𝒋1d𝒙d𝑡 = − lim
𝜀→0 ∫𝕋 2×[0,𝑇 ]

∇𝜑 ⋅ 𝒋(𝑢𝜀)d𝒙d𝑡

= lim
𝜀→0 ∫𝕋 2×[0,𝑇 ]

𝜑∇ ⋅ 𝒋(𝑢𝜀)d𝒙d𝑡 = 0. （2­116）

从而 ∇ ⋅ 𝒋1 = 0.
第 3步: 计算 𝒋1 − 𝒋(𝑢∗)
考虑到式（2­55）与式（2­104）,

∇ ⋅ (𝒋1 − 𝒋(𝑢∗)) = 0. （2­117）

类似地, ∇ ⋅ (𝕁(𝒋1 − 𝒋(𝑢∗))) = 0. 因此,存在 𝒈 ∶ [0, 𝑇1] → ℝ2满足

𝒈(𝑡) = 𝒋1(𝒙, 𝑡) − 𝒋(𝑢∗(𝒙, 𝑡)). （2­118）

注意到式（2­110）、式（2­55）和式（2­104）,下式成立:

𝒈(𝑡) = ∫𝕋 2
(𝒋1(𝒙, 𝑡) − 𝒋(𝑢∗(𝒙, 𝑡)))d𝒙 = ∫𝕋 2

𝒋1(𝒙, 𝑡)d𝒙 − 𝕁𝒒(𝑡),

𝑸(𝑢𝜀(𝑡)) ⇀ ∫𝕋 2
𝒋1(𝒙, 𝑡)d𝒙 = 𝒈(𝑡) + 𝕁𝒒(𝑡) 于 𝐿1([0, 𝑇1]).

（2­119）

根据式（2­82）以及式（2­4）可以推出

lim
𝜀→0

𝑸(𝑢𝜀(𝑡)) = lim
𝜀→0

𝑸(𝑢𝜀
0) = 𝕁𝒒0. （2­120）

上式与式（2­119）意味着 𝒈(𝑡)关于 𝑡连续,而且

𝒈(𝑡) = 𝕁𝒒0 − 𝕁𝒒(𝑡). （2­121）

第 4步: 证明 𝒈(𝑡) ≡ 𝟎
结合式（2­120）、式（2­121）、式（2­88）、式（2­85）以及引理 2.2,可以知道

𝒈(0) = 𝟎, 𝒈(𝑡) ∈ 2πℤ2. （2­122）

注意到 𝒈连续,利用式（2­122）可以得到 𝒈(𝑡) ≡ 𝟎. 再结合式（2­118）、式（2­110）、
式（2­112）以及式（2­114）,可以得到式（2­106）对 𝑢𝜀的一个子列成立. 但对于
任意 𝑢𝜀的子列 𝑢𝜀𝑛 ,以上证明均成立,即存在 𝑢𝜀𝑛 的子列满足式（2­106）. 注意到极
限是相同的,这样最终证明了式（2­106）是对 𝑢𝜀成立的. ∎
接下来我们给出 ∫𝕋 2

𝜌 (𝒃(𝑡))(𝑒
𝜀(|𝑢𝜀|) + |𝒋(𝑢𝜀) − 𝒋(𝑢∗)|2)d𝒙的估计.

首先陈述一个引理,其证明参见 Jerrard等 [45]对其引理 3的证明:
引理 2.10 (Jerrard­Spirn)： 存在一个万有常数 𝐶 > 0使得如果 𝑢 ∈ 𝐻1(𝐵𝜌(𝟎); ℂ)
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满足

‖𝐽(𝑢) ± πδ𝟎‖𝑊 −1,1(𝐵𝜌(𝟎)) ⩽ 𝜌
4, （2­123）

那么

∫𝐵𝜌(𝟎)
𝑒𝜀(𝑢)d𝒙 − (ln

𝜌
𝜀 + 𝛾) ⩾ −𝐶 𝜀

𝜌√ln 𝜌
𝜀 − 𝐶

𝜌 ‖𝐽(𝑢) ± πδ𝟎‖𝑊 −1,1(𝐵𝜌(𝟎)) . （2­124）

接下来我们证明:
引理 2.11： 假设 𝑢𝜀, 𝒃, 𝑇 均如引理 2.8中所示,那么,存在一个万有常数（universal
constant）𝐶 使得对任意 𝑇2 < 𝑇 以及 𝜌 < 𝑟2 ∶= min𝑡∈[0,𝑇2] 𝑟(𝒃(𝑡)),

lim sup
𝜀→0 ∫

𝑇

0 ∫𝕋 2
𝜌 (𝒃) (

𝑒𝜀(|𝑢𝜀|) + 1
2 |

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)|

2

)
d𝒙d𝑡 ⩽ 𝐶 ∫

𝑇

0
𝛴(𝑡)d𝑡, （2­125）

其中

𝛴(𝑡) ∶= lim sup
𝜀→0

(𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) − 𝑊𝜀(𝒃(𝑡); 𝒒∗(𝒃(𝑡)))) . （2­126）

证明 根据式（2­85）、式（2­106）、式（2­81）与式（2­5）可以得到

𝐽(𝑢𝜀(𝑡)) → π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒃𝑗 (𝑡)于𝑊 −1,1(𝕋 2), 𝑡 ∈ [0, 𝑇2], （2­127）

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| ⇀ 𝒋(𝑢∗)于 𝐿2

𝑙𝑜𝑐(𝕋 2
∗ (𝒃(𝑡)) × [0, 𝑇2]), （2­128）

以及

𝛴(𝑡) = lim sup
𝜀→0

(𝑊𝜀(𝒂0; 𝒒0) − 𝑊𝜀(𝒃(𝑡); 𝒒∗(𝒃(𝑡)))) < +∞, （2­129）

由引理 2.10,式（2­127）意味着对任意 𝜀 < 𝜌,

∫𝐵𝜌(𝒃𝑗 (𝑡))
𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡))d𝒙 − (𝛾 + π ln 𝜌

𝜀) ⩾ −𝛴1(𝜀), （2­130）

其中

𝛴1(𝜀) = 𝐶 𝜀
𝜌√ln 𝜌

𝜀 + 𝐶
𝜌 sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝐽(𝑢𝜀(𝑡)) − πδ𝒃𝑗 (𝑡)‖𝑊 −1,1(𝕋 2). （2­131）

由式（2­130）、式（2­129）以及式（1­41）,可以得到

∫𝕋 2
𝜌 (𝒃(𝑡))

𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡))d𝒙 = ∫𝕋 2
𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡))d𝒙 −

2𝑁

∑
𝑗=1 ∫𝐵𝜌(𝒃𝑗 (𝑡))

𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡))d𝒙

⩽𝑊𝜀(𝒃(𝑡); 𝒒∗(𝒃(𝑡))) − 2𝑁 (𝛾 + π ln 𝜌
𝜀) + 𝛴(𝑡) + 𝛴1(𝜀)

=2𝑁π ln 1
𝜌 + 𝑊 (𝒃(𝑡); 𝒒∗(𝒃(𝑡))) + 𝛴(𝑡) + 𝛴1(𝜀). （2­132）
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结合式（2­60）与式（2­132）,就得到了

∫𝕋 2
𝜌 (𝒃(𝑡))

(𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) − 𝑒𝜀(𝑢∗(𝑡)))d𝒙 ⩽ 𝛴(𝑡) + 𝛴1(𝜀) + 𝑂(𝜌2). （2­133）

由式（1­27）可推出

𝑒𝜀(𝑢𝜀) − 𝑒𝜀(𝑢∗) = 𝑒𝜀(|𝑢𝜀|) + 1
2 |

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)|

2
+ 𝒋(𝑢∗) ⋅ (

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)) . （2­134）

结合式（2­133）与式（2­134）,我们有

∫𝕋 2
𝜌 (𝒃(𝑡)) (

𝑒𝜀(|𝑢𝜀(𝑡)|) + 1
2 |

𝒋(𝑢𝜀(𝑡))
|𝑢𝜀(𝑡)| − 𝒋(𝑢∗(𝑡))|

2

)
d𝒙

⩽ 𝛴(𝑡) + 𝑂(𝜌2) + 𝛴1(𝜀) − ∫𝕋 2
𝜌 (𝒃)

𝒋(𝑢∗(𝑡)) ⋅ (
𝒋(𝑢𝜀(𝑡))
|𝑢𝜀(𝑡)| − 𝒋(𝑢∗(𝑡))) d𝒙. （2­135）

注意到式（2­128）,在 [0, 𝑇 ]上对式（2­135）两边分别积分,并且令 𝜀 → 0,就
有

lim sup
𝜀→0 ∫

𝑇

0 ∫𝕋 2
𝜌 (𝒃(𝑡)) (

𝑒𝜀(|𝑢𝜀|) + 1
2 |

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)|

2

)
d𝒙d𝑡 ⩽ ∫

𝑇

0
𝛴(𝑡)d𝑡 + 𝑂(𝜌2).

（2­136）
以上估计对任意 𝜌′ < 𝜌都成立,而且 𝕋 2

𝜌′(𝒃(𝑡)) ⊃ 𝕋 2
𝜌 (𝒃(𝑡)),所以

lim sup
𝜀→0 ∫

𝑇

0 ∫𝕋 2
𝜌 (𝒃(𝑡)) (

𝑒𝜀(|𝑢𝜀|) + 1
2 |

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)|

2

)
d𝒙d𝑡

⩽ lim sup
𝜀→0 ∫

𝑇

0 ∫𝕋 2
𝜌′ (𝒃(𝑡)) (

𝑒𝜀(|𝑢𝜀|) + 1
2 |

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)|

2

)
d𝒙d𝑡

⩽ ∫
𝑇

0
𝛴(𝑡)d𝑡 + 𝑂((𝜌′)2). （2­137）

在上式中令 𝜌′ → 0,最终得到式（2­125）. ∎

2.3 约化动力学规律

2.3.1 定理 2.1的证明

接下来我们给出定理 2.1的证明
证明 令 𝒂是方程式（2­7）的解, 𝒃, 𝑇 如引理 2.8中所给出. 为了简洁,在本小节将
使用如下记号

𝑊 (𝒂(𝑡)) = 𝑊 (𝒂(𝑡); 𝒒(𝒂(𝑡))), 𝑊 (𝒃(𝑡)) = 𝑊 (𝒃(𝑡); 𝒒(𝒃(𝑡))),
𝑊𝜀(𝒂(𝑡)) = 𝑊𝜀(𝒂(𝑡); 𝒒(𝒂(𝑡))), 𝑊𝜀(𝒃(𝑡)) = 𝑊𝜀(𝒃(𝑡); 𝒒(𝒃(𝑡))).

（2­138）
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定义

𝑇𝒂 = inf{𝑡 > 0| ∃1 ⩽ 𝑗 < 𝑘 ⩽ 2𝑁 使得 |𝒂𝑗(𝑡) − 𝒂𝑘(𝑡)| = 0}, （2­139）

𝑇2 ∶= min{𝑇 , 𝑇𝒂}, （2­140）

𝜁(𝑡) ∶=
2𝑁

∑
𝑗=1

|𝒃𝑗(𝑡) − 𝒂𝑗(𝑡)|, 𝑡 ⩾ 0. （2­141）

对任意 𝑇 < 𝑇2,引理 2.8以及 𝒂的定义式（2­7）意味着 𝒃(𝑡)和 𝒂(𝑡)在 [0, 𝑇 ]都是李
普希茨的. 因此,存在常数 𝐶0使得

|𝒂(𝑡) − 𝒂(0)| + |𝒃(𝑡) − 𝒃(0)| ⩽ 𝐶0𝑡, （2­142）

上式与式（2­141）可推导出

|𝜁(𝑡) − 𝜁(0)| ⩽ 2𝑁𝐶𝑡. （2­143）

引理 2.8以及 𝒂的定义式（2­7）意味着 𝒃(0) = 𝒂0, 𝒂(0) = 𝒂0. 因此由式（2­141）可
推出

𝜁(0) =
2𝑁

∑
𝑗=1

|𝒃𝑗(0) − 𝒂𝑗(0)| =
2𝑁

∑
𝑗=1

|𝒂0
𝑗 − 𝒂0

𝑗 | = 0. （2­144）

结合式（2­143）与式（2­144）,可以得到

𝜁(𝑡) ⩽ 𝑟∗
4 , 对于 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇∗, （2­145）

其中

𝑟∗ = min{𝑟(𝒂(𝑡)), 𝑟(𝒃(𝑡))|0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇 } , 𝑇∗ ∶= 𝑟∗
8𝑁𝐶0

. （2­146）

我们接下来证明在 [0, 𝑇∗]上, 𝒃(𝑡) = 𝒂(𝑡),也就是 𝜁(𝑡) = 0.
将式（2­7）代入 𝜁(𝑡)的导数,就会有

̇𝜁 (𝑡) ⩽
2𝑁

∑
𝑗=1

|𝒂̇𝑗(𝑡) − 𝒃̇𝑗(𝑡)| =
2𝑁

∑
𝑗=1

|−𝑑𝑗
1
π𝕁∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂(𝑡)) − 𝒃̇𝑗(𝑡)|

⩽
2𝑁

∑
𝑗=1

|−𝑑𝑗
1
π𝕁∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂(𝑡)) + 𝑑𝑗

1
π𝕁∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡))| +

2𝑁

∑
𝑗=1

|−𝑑𝑗
1
π𝕁∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡)) − 𝒃̇𝑗(𝑡)|

=
2𝑁

∑
𝑗=1

𝐵𝑗(𝑡) +
2𝑁

∑
𝑗=1

𝐴𝑗(𝑡), （2­147）

其中

𝐴𝑗(𝑡) = |𝒃̇𝑗(𝑡) + 𝑑𝑗
1
π𝕁∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡))| , （2­148）
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𝐵𝑗(𝑡) = |−𝑑𝑗
1
π𝕁∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂(𝑡)) + 𝑑𝑗

1
π𝕁∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡))| . （2­149）

由式（2­145）可知 𝒂(𝑡), 𝒃(𝑡) ∈ (𝕋 2)2𝑁
𝑟∗ , 从而将式（2­59）代入 𝐵𝑗 的定义式

（2­149）可推出

𝐵𝑗(𝑡) ⩽ 𝐶𝜁(𝑡). （2­150）

对于 𝐴𝑗(𝑡),存在光滑函数 𝜂 ∈ 𝐶0(𝐵𝑟∗(𝒃𝑗(𝑡)))满足

𝜂 = 𝜂(𝒙) = 𝝂 ⋅ 𝒙, ∀𝒙 ∈ 𝐵3𝑟∗/4(𝒃𝑗(𝑡)), （2­151）

其中 𝝂 ∈ 𝕊1定义如下

𝐴𝑗(𝑡) = 𝑑𝑗 𝝂 ⋅ ( ̇𝒃𝑗(𝑡) + 𝑑𝑗
1
π𝕁∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡))) . （2­152）

由式（2­84）以及式（2­85）可推出

𝑑𝑗 𝝂 ⋅ 𝒃̇𝑗(𝑡) = lim
ℎ→0

𝑑𝑗 𝝂 ⋅ 1
ℎ(𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) − 𝒃𝑗(𝑡))

= lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

1
πℎ ∫𝕋 2

[𝜂(𝒙)𝐽(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡 + ℎ)) − 𝜂(𝒙)𝐽(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡))] d𝒙

= lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

1
πℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2
⟨Hess (𝜂)∇𝑢𝜀, 𝕁∇𝑢𝜀⟩ d𝒙d𝑠. （2­153）

由式（2­67）与式（2­104）可得

𝑑𝑗 𝝂 ⋅ (𝑑𝑗
1
π𝕁∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡))) = − 1

π ∫𝕋 2
⟨Hess (𝜂)𝒋(𝑢∗(𝑡)), 𝕁𝒋(𝑢∗(𝑡))⟩ d𝒙

= − lim
ℎ→0

1
πℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2
⟨Hess (𝜂)𝒋(𝑢∗(𝑠)), 𝕁𝒋(𝑢∗(𝑠))⟩ d𝒙d𝑠.

（2­154）

结合式（2­152）、式（2­153）与式（2­154）,并且注意到式（2­13）,我们可以得到

𝐴𝑗(𝑡) = lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

1
πℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2
[⟨Hess (𝜂)∇𝑢𝜀, 𝕁∇𝑢𝜀⟩ − ⟨Hess (𝜂)𝒋(𝑢∗), 𝕁𝒋(𝑢∗)⟩]d𝒙d𝑠

=𝐿𝑗(𝑡) + 𝐾𝑗(𝑡) = 𝐿𝑗(𝑡) + 𝐾𝑗1(𝑡) + 𝐾𝑗2(𝑡) + 𝐾𝑗3(𝑡), （2­155）

其中

𝐿𝑗(𝑡) = lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

1
πℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2
⟨Hess (𝜂)∇|𝑢𝜀|, 𝕁∇|𝑢𝜀|⟩ d𝒙d𝑠, （2­156）

𝐾𝑗(𝑡) = lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

1
πℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2 [⟨Hess (𝜂)𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| , 𝕁𝒋(𝑢𝜀)

|𝑢𝜀| ⟩
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − ⟨Hess (𝜂)𝒋(𝑢∗), 𝕁𝒋(𝑢∗)⟩] d𝒙d𝑠, （2­157）

33



第 2章 非线性薛定谔方程量化涡旋的约化动力学规律

𝐾𝑗1(𝑡) = lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

1
πℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2 ⟨Hess (𝜂) (
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)) , 𝕁 (

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗))⟩ d𝒙d𝑠,

（2­158）

𝐾𝑗2(𝑡) = lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

1
πℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2 ⟨Hess (𝜂)𝒋(𝑢∗), 𝕁 (
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗))⟩ d𝒙d𝑠, （2­159）

𝐾𝑗3(𝑡) = lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

1
πℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2 ⟨Hess (𝜂) (
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)) , 𝕁𝒋(𝑢∗)⟩ d𝒙d𝑠. （2­160）

注意到 Hess (𝜂) ∈ 𝐶0(𝐵𝑟∗(𝒃𝑗(𝑡))\𝐵3𝑟∗/4(𝒃𝑗(𝑡))),并且把式（2­106）代入式（2­159）以
及式（2­160）就会有

𝐾𝑗2(𝑡) ≡ 0, 𝐾𝑗3(𝑡) ≡ 0. （2­161）

因此,只需要估计 𝐿𝑗(𝑡)和 𝐾𝑗1(𝑡).
根据定义式（2­156）和式（2­158）,有如下估计

|𝐾𝑗1(𝑡)| + |𝐿𝑗(𝑡)| ⩽𝐶 lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

1
πℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡

⎛
⎜
⎜
⎝
‖

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)‖

2

𝐿2(𝕋 2
3𝑟∗/4(𝒃(𝑠)))

‖
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)‖

2

𝐿2(𝕋 2
3𝑟∗/4(𝒃(𝑠)))

+ ‖∇|𝑢𝜀|‖2
𝐿2(𝕋 2

3𝑟∗/4(𝒃(𝑠)))

⎞
⎟
⎟
⎠

d𝑠.

（2­162）

结合式（2­81）、式（2­5）、引理 2.8、式（2­106）以及引理 2.11,如下估计成立:

lim sup
𝜀→0 ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2
3𝑟∗/4(𝒃) (

𝑒𝜀(|𝑢𝜀|) + 1
2 |

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)|

2

)
d𝒙d𝑠

⩽ 𝐶 ∫
𝑇

0
(𝑊𝜀(𝒂0; 𝒒0) − 𝑊𝜀(𝒃(𝑠)))d𝑠

= 𝐶 ∫
𝑇

0
(𝑊 (𝒂0; 𝒒0) − 𝑊 (𝒃(𝑠)))d𝑠. （2­163）

将上式代入式（2­162）,就可以得到

|𝐾𝑗1(𝑡)| + |𝐿𝑗(𝑡)| ⩽𝐶 lim
ℎ→0

1
πℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡
|𝑊 (𝒂0) − 𝑊 (𝒃(𝑠))|d𝑠 ⩽ 𝐶

π |𝑊 (𝒂0) − 𝑊 (𝒃(𝑡))|.

（2­164）

注意到式（1­35）与式（2­7）,求𝑊 (𝒂(𝑡))关于 𝑡的导数如下:

d
d𝑡𝑊 (𝒂(𝑡)) =

2𝑁

∑
𝑗=1

∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂(𝑡)) ⋅ 𝒂̇𝑗(𝑡) =
2𝑁

∑
𝑗=1

∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂) ⋅ (−1
π𝑑𝑗𝕁∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂)) = 0.

（2­165）
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这意味着𝑊 (𝒂(𝑡)) ≡ 𝑊 (𝒂0; 𝒒0). 因此,由式（2­164）可得

|𝐾𝑗1(𝑡)| + |𝐿𝑗(𝑡)| ⩽ 𝐶
π |𝑊 (𝒂(𝑡)) − 𝑊 (𝒃(𝑡))| ⩽ 𝐶𝜁(𝑡). （2­166）

结合式（2­147）、式（2­150）、式（2­155）、式（2­161）以及式（2­166）可推
出

̇𝜁 (𝑡) ⩽
2𝑁

∑
𝑗=1

𝐵𝑗(𝑡) +
2𝑁

∑
𝑗=1

(𝐿𝑗(𝑡) + 𝐾𝑗1(𝑡) + 𝐾𝑗2(𝑡) + 𝐾𝑗3(𝑡)) ⩽ 𝐶𝜁(𝑡). （2­167）

由上式与式（2­144）可知在 [0, 𝑇∗]上 𝜁(𝑡) ≡ 0. 因此,在 [0, 𝑇∗]上 𝒃(𝑡) = 𝒂(𝑡). 回顾 𝑇∗

的定义式（2­145）, 𝑇∗在 𝑇 取定的情况下是个常数. 因此,可以在 [𝑇∗, 2𝑇∗], [2𝑇∗, 3𝑇∗]
以及之后的区间上重复之前的证明. 接下来就会得到对任意 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]都有 𝒃(𝑡) =
𝒂(𝑡). 因为 𝑇 < 𝑇2是任意的,所以对任意 𝑡 ∈ [0, 𝑇2)都有 𝒃(𝑡) = 𝒂(𝑡). 再结合式（2­86）
和式（2­139）就会有等式 𝑇 = 𝑇 ′ = 𝑇 . 结合引理 2.8以及式（2­7）, 𝒃(𝑡) = 𝒂(𝑡)在
[0, 𝑇 )上同时满足式（2­6）和式（2­7）,这样一来,我们就完成了证明. ∎

2.3.2 约化动力学规律的首次积分

定义

𝜉(𝒂) ∶= 1
4 ∑

1⩽𝑗≠𝑘⩽2𝑁
𝑑𝑗𝑑𝑘|𝒂𝑗 − 𝒂𝑘|2, 𝒂 ∈ (𝕋 2)2𝑁

∗ . （2­168）

则有

引理 2.12： 令 𝒂 ∶= 𝒂(𝑡) = (𝒂1(𝑡), ⋯ , 𝒂2𝑁 (𝑡))𝑇 ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗ 是约化动力学规律式（2­

7）的解, 初值为式（2­9）, 则分别由式（2­8）、式（1­35）和式（2­168）定义的
𝒒∗(𝒂(𝑡)), 𝑊 (𝒂(𝑡); 𝒒∗(𝒂(𝑡)))以及 𝜉(𝒂)是三个首次积分（first integral）,即

𝒒∗(𝒂) ∶= 𝒒∗(𝒂(𝑡)) ≡ 𝒒∗(𝒂(0)) = 𝒒∗(𝒂0) = 𝒒0, （2­169）

𝑊 (𝒂) ∶= 𝑊 (𝒂(𝑡)) ≡ 𝑊 (𝒂(0)) = 𝑊 (𝒂0), 𝑡 ⩾ 0, （2­170）

𝜉(𝒂) ∶= 𝜉(𝒂(𝑡)) ≡ 𝜉(𝒂(0)) = 𝜉(𝒂0). （2­171）

证明 求 𝒒∗(𝒂(𝑡))关于 𝑡的导数,并注意到式（2­7）、式（1­29）、式（2­58）以及 𝐹
是偶函数,下式成立:

d
d𝑡𝒒∗(𝒂(𝑡)) = 2

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝕁
⎛
⎜
⎜
⎝

∑
1⩽𝑘⩽2𝑁, 𝑘≠𝑗

𝑑𝑘∇𝐹 (𝒂𝑗(𝑡) − 𝒂𝑘(𝑡)) − 𝒒∗(𝒂(𝑡))
⎞
⎟
⎟
⎠

= 2𝕁 ∑
1⩽𝑗≠𝑘⩽2𝑁

𝑑𝑗𝑑𝑘∇𝐹 (𝒂𝑗(𝑡) − 𝒂𝑘(𝑡)) − 2
⎛
⎜
⎜
⎝

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

𝕁𝒒∗(𝒂(𝑡))

= 𝟎, 𝑡 ⩾ 0, （2­172）
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上式可以直接推出式（2­169）. 通过式（2­165）就得到式（2­170）. 最后, 结合
𝜉(𝒂) = −1

4 |𝒒(𝒂)|2与式（2­169）,可知式（2­171）也成立. ∎

2.3.3 约化动力学规律的一些解析解及数值结果

引理 2.13： 如果𝑁 = 1,那么初值为式（2­9）的方程式（2­7）的解如下

𝒂1(𝑡) = 𝒂0
1 + 𝒑𝑡, 𝒂2(𝑡) = 𝒂0

2 + 𝒑𝑡, （2­173）

其中

𝒑 = −2𝕁∇𝐹 (𝒂0
1 − 𝒂0

2) − 2𝕁𝒒0 （2­174）

证明 式（2­173）可直接推出 𝒂(𝑡) = (𝒂1(𝑡), 𝒂2(𝑡))满足式（2­7）的初值,而且

𝒂1(𝑡) − 𝒂2(𝑡) ≡ 𝒂0
1 − 𝒂0

2, 𝑡 ⩾ 0. （2­175）

注意到 𝐹 是偶函数并且将式（2­175）、式（2­169）代入式（2­7）可知式（2­7）的
右手边在 𝑗 = 1, 2时分别等于

2𝑑2𝕁∇𝐹 (𝒂1(𝑡) − 𝒂2(𝑡)) − 2𝕁𝒒0 = −2𝕁∇𝐹 (𝒂0
1 − 𝒂0

2) − 2𝕁𝒒0 = 𝒑,

2𝑑1𝕁∇𝐹 (𝒂2(𝑡) − 𝒂1(𝑡)) − 2𝕁𝒒0 = 2𝕁∇𝐹 (−(𝒂0
1 − 𝒂0

2)) − 2𝕁𝒒0

= −2𝕁∇𝐹 (𝒂0
1 − 𝒂0

2) − 2𝕁𝒒0 = 𝒑.

（2­176）

𝒂𝑗 关于 𝑡的导数如下

𝒂̇1(𝑡) = 𝒑, 𝒂̇2(𝑡) = 𝒑, （2­177）

上式等于式（2­7）右手边. 考虑到式（2­7）解的唯一性,式（2­173）是式（2­7）在
𝑁 = 1时的解. ∎
引理 2.14： 在式（2­7）中取𝑁 = 2,取初值式（2­9）如下

𝒂0
1 = (0.5, 0.5)𝑇 + (𝛼0, 𝛽0)𝑇 , 𝒂0

2 = (0.5, 0.5)𝑇 − (𝛼0, 𝛽0)𝑇 ,

𝒂0
3 = (0.5, 0.5)𝑇 + (𝛽0, 𝛼0)𝑇 , 𝒂0

4 = (0.5, 0.5)𝑇 − (𝛽0, 𝛼0)𝑇 ,

𝒒0 = 𝟎,

（2­178）

其中 0 < 𝛽0, 𝛼0 < 1,则初值为式（2­9）的方程式（2­7）的解析解由下式给出

𝒂1(𝑡) = (0.5, 0.5)𝑇 + (𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡))𝑇 , 𝒂2(𝑡) = (0.5, 0.5)𝑇 − (𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡))𝑇 ,

𝒂3(𝑡) = (0.5, 0.5)𝑇 + (𝛽(𝑡), 𝛼(𝑡))𝑇 , 𝒂4(𝑡) = (0.5, 0.5)𝑇 − (𝛽(𝑡), 𝛼(𝑡))𝑇 ,
（2­179）

其中 (𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡))𝑇 是如下方程的解:

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛼̇ = 2 (−∂𝑦𝐹 (𝛼 − 𝛽, 𝛽 − 𝛼) + ∂𝑦𝐹 (2𝛼, 2𝛽) − ∂𝑦𝐹 (𝛼 + 𝛽, 𝛼 + 𝛽)) ,
̇𝛽 = 2(∂𝑥𝐹 (𝛼 − 𝛽, 𝛽 − 𝛼) − ∂𝑥𝐹 (2𝛼, 2𝛽) + ∂𝑥𝐹 (𝛼 + 𝛽, 𝛼 + 𝛽)),

（2­180）
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且初值为

𝛼(0) = 𝛼0, 𝛽(0) = 𝛽0. （2­181）

证明 由式（1­36）的对称性可知 𝐹 满足

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐹 (−𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑥, −𝑦) = 𝐹 (𝑦, 𝑥). （2­182）

因而,考虑到初值式（2­178）和方程式（2­7）的对称性,可以假定 𝒂 = (𝒂1, 𝒂2, 𝒂3, 𝒂4)
满足式（2­179）. 将式（2­179）代入式（2­7）并且注意到

𝒒∗(𝒂(𝑡)) ≡ 𝒒0 = 𝟎, （2­183）

我们有

𝒂̇1 = 2𝕁(−∇𝐹 (𝛼 − 𝛽, 𝛽 − 𝛼) + ∇𝐹 (2𝛼, 𝛽) − ∇𝐹 (𝛼 + 𝛽, 𝛼 + 𝛽)). （2­184）

再注意到 𝒂̇1 = (𝛼̇, ̇𝛽)𝑇 ,就得到方程式（2­180）. ∎
与引理 2.14类似,如下引理也成立:

引理 2.15： 在式（2­7）中取𝑁 = 2,取初值式（2­9）如下

𝒂0
1 = (0.5, 0.5)𝑇 + (𝛼0, 𝛽0)𝑇 , 𝒂0

2 = (0.5, 0.5)𝑇 − (𝛼0, 𝛽0)𝑇 ,

𝒂0
3 = (0.5, 0.5)𝑇 + (𝛼0, −𝛽0)𝑇 , 𝒂0

4 = (0.5, 0.5)𝑇 − (𝛼0, −𝛽0)𝑇 ,

𝒒0 = 𝟎,

（2­185）

其中 0 < 𝛽0, 𝛼0 < 1,则初值为式（2­9）的方程式（2­7）的解析解由下式给出

𝒂1(𝑡) = (0.5, 0.5)𝑇 + (𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡))𝑇 , 𝒂2(𝑡) = (0.5, 0.5)𝑇 − (𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡))𝑇 ,

𝒂3(𝑡) = (0.5, 0.5)𝑇 + (𝛼(𝑡), −𝛽(𝑡))𝑇 , 𝒂4(𝑡) = (0.5, 0.5)𝑇 − (𝛼(𝑡), −𝛽(𝑡))𝑇 ,
（2­186）

其中 (𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡))𝑇 是如下方程的解:

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛼̇ = 2 (∂𝑦𝐹 (2𝛼, 2𝛽) − ∂𝑦𝐹 (0, 2𝛽)) ,
̇𝛽 = 2(−∂𝑥𝐹 (2𝛼, 2𝛽) + ∂𝑥𝐹 (2𝛼, 0)),

（2­187）

而且初值为式（2­181）.
引理 2.16： 在式（2­7）中取𝑁 = 2,取初值式（2­9）如下

𝒂0
1 = (𝑥0, 0.25)𝑇 + (𝛼0, 𝛽0)𝑇 , 𝒂0

2 = (𝑥0, 0.25)𝑇 − (𝛼0, 𝛽0)𝑇 ,

𝒂0
3 = (𝑥0, 0.75)𝑇 + (𝛼0, −𝛽0)𝑇 , 𝒂0

4 = (𝑥0, 0.75)𝑇 − (𝛼0, −𝛽0)𝑇 ,

𝒒0 = (0, −2π)𝑇 ,

（2­188）
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其中 0 < 𝛽0, 𝛼0 < 1,则初值为式（2­9）的方程式（2­7）的解析解由下式给出

𝒂1(𝑡) = (𝑥0, 0.25)𝑇 + (𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡))𝑇 − 2𝑡𝕁𝒒0,

𝒂2(𝑡) = (𝑥0, 0.25)𝑇 − (𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡))𝑇 − 2𝑡𝕁𝒒0,

𝒂3(𝑡) = (𝑥0, 0.75)𝑇 + (𝛼(𝑡), −𝛽(𝑡))𝑇 − 2𝑡𝕁𝒒0,

𝒂4(𝑡) = (𝑥0, 0.75)𝑇 − (𝛼(𝑡), −𝛽(𝑡))𝑇 − 2𝑡𝕁𝒒0,

（2­189）

其中 (𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡))𝑇 是如下方程的解:

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝛼̇ = 2 (∂𝑦𝐹 (2𝛼, 2𝛽) − ∂𝑦(0, 2𝛽 − 0.5)) ,
̇𝛽 = 2(−∂𝑥𝐹 (2𝛼, 2𝛽) + ∂𝑥𝐹 (2𝛼, 0.5)),

（2­190）

而且初值为式（2­181）.

a0
1

a
2
0

(a) 𝒒0 = (0, −0.4π)𝑇

a0
1

a
2
0

(b) 𝒒0 = (−0.4π, −0.4π)𝑇

a0
1

a
2
0

(c) 𝒒0 = (0.4π, −0.4π)𝑇

图 2.1 在𝑁 = 1时不同初值的NLSRDL（式（2­7）的解的轨迹）,方程初值式（2­9）从左
到右分别为: (a) 𝒂0

1 = (0.5, 0.4)𝑇 , 𝒂0
2 = (0.5, 0.6)𝑇 , 𝒒0 = (0, −0.4π)𝑇 , (b) 𝒂0

1 = (0.4, 0.4)𝑇 , 𝒂0
2 =

(0.6, 0.6)𝑇 , 𝒒0 = (−0.4π, −0.4π)𝑇 , (c) 𝒂0
1 = (0.6, 0.4)𝑇 , 𝒂0

2 = (0.4, 0.6)𝑇 , 𝒒0 = (0.4π, −0.4π)𝑇

a
1
0 a

2
0

a
3
0

a
4
0

(a)初值形如式（2­178）

a
1
0

a
2
0

a
3
0

a
4
0

(b)初值形如式（2­185）

a
1
0

a
2
0

a
3
0

a
4
0

a
1

a
2

a
3

a
4

(c)初值形如式（2­188）

图 2.2 在 𝑁 = 2 时不同初值的 NLSRDL （式（2­7））的解的轨迹. 其初值从左至右依
次为: (a) 形如式（2­178）, 其中 𝛼0 = −0.25, 𝛽0 = 0, 𝒒0 = 𝟎, (b) 形如式（2­185）, 其中
𝛼0 = −0.1, 𝛽0 = −0.1, 𝒒0 = 𝟎, (c)形如式（2­188）,其中 𝑥0 = 0.15, 𝛼0 = −0.075, 𝛽0 = 0, 𝑸0 =
(0, −2π)𝑇 .

为了展示不同初值式（2­9）的方程式（2­7）的解,我们在不同假设下采用四
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阶龙格­库塔方法（fourth­order Runge­Kutta method）数值求解, 其时间步长取为
∆𝑡 = 10−4. 为了展示如引理 2.13 中所示动力学规律, 我们作图 2.1, 图中展示了
𝑁 = 1时初值形如式（2­9）的方程式（2­7）的解. 为了展示引理 2.14­引理 2.16所
描述的动力学规律, 我们作图 2.2, 图中展示了 𝑁 = 2时初值形如式（2­178）、式
（2­185）和式（2­188）的方程式（2­7）的解.

39



第 3章 复金兹堡­朗道方程量化涡旋的约化动力学规律

第 3章 复金兹堡­朗道方程量化涡旋的约化动力学规律

本章主要研究复金兹堡­朗道方程（简记为 CGL）

𝑘𝜀∂𝑡𝑢𝜀 + 𝜆i∂𝑡𝑢𝜀 − ∆𝑢𝜀 + 1
𝜀2 (|𝑢𝜀|2 − 1)𝑢𝜀 = 0, 𝒙 ∈ 𝕋 2, 𝑡 > 0 （3­1）

的量化涡旋动力学规律,其初值设置为

𝑢𝜀(𝒙, 0) = 𝑢𝜀
0(𝒙), 𝒙 ∈ 𝕋 2. （3­2）

此外,动量𝑸、流量 𝒋由式（1­28）定义,能量 𝐸𝜀、能量密度 𝑒𝜀由式（1­27）定义,
重整化能量𝑊、带参数 𝜀的重整化能量𝑊𝜀、雅可比行列式 𝐽 以及 (𝕋 2)2𝑁

∗ 等分别

由式（1­35）、式（1­41）、式（1­42）、式（1­40）等定义,而在第 2.1节有 𝑟(𝒂)、规
范调和映射等的定义,在此不再赘述. 为了方便,我们将主要定理,即定理 1.2,复述
如下:
定理 3.1 (CGL的约化动力学规律)： 假设存在 𝒂0 ∶= (𝒂0

1, 𝒂0
2, ⋯ , 𝒂0

2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗ 与

𝒒0 ∈ 2π ∑2𝑁
𝑗=1 𝑑𝑗𝒂0

𝑗 + 2πℤ2使得初值式（3­2）中 𝑢𝜀
0满足

𝐽(𝑢𝜀
0) → π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂0
𝑗
, 于𝑊 −1,1(𝕋 2) ∶= [𝐶1(𝕋 2)]′, （3­3）

lim
𝜀→0

𝑸(𝑢𝜀
0) = 𝑸0 = 𝕁𝒒0, （3­4）

以及

lim sup
𝜀→0

[𝐸𝜀(𝑢𝜀
0) − 𝑊𝜀(𝒂0; 𝒒0)] = 0. （3­5）

则存在 𝑇 > 0以及 2𝑁 个李普希茨的路径 𝒂𝑗 ∶ [0, 𝑇 ) → 𝕋 2使得初值为式（3­2）的
方程式（3­1）的解 𝑢𝜀满足

𝐽(𝑢𝜀(𝑡)) 𝜀→0+
⟶ π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂𝑗 (𝑡)于𝑊 −1,1(𝕋 2), （3­6）

而且 𝒂𝑗(𝑡) (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 2𝑁)满足如下约化动力学规律（以下方程简记为 CGLRDL）:

𝒂̇𝑗 − 𝜆𝑑𝑗𝕁𝒂̇𝑗 = −1
π∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂; 𝒒∗(𝒂)), 𝑡 > 0, （3­7）

其中 𝒒∗(𝒂) = 𝒒∗(𝒂(𝑡))满足

𝒒∗(𝒂(𝑡)) ∈ 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒂𝑗(𝑡) + 2πℤ2, （3­8）
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而且方程式（3­7）初值为

𝒂𝑗(0) = 𝒂0
𝑗 , 𝒒∗(𝒂(0)) = 𝒒0. （3­9）

包含定理 3.1证明在内的本章主要结果基于本人的相关文章 [87] .

3.1 量化涡旋的存在性

在方程式（3­1）两边同时乘以 𝑢𝜀
𝑡 并取实部,可以得到

∂
∂𝑡𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) = ∇ ⋅ Re (𝑢𝜀

𝑡 ∇𝑢𝜀) − 𝑘𝜀|𝑢𝜀
𝑡 |2. （3­10）

上式可推出对任意 0 ⩽ 𝑡1 < 𝑡2,

𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡2)) − 𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡1)) = − ∫
𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

𝑘𝜀|𝑢𝜀
𝑡 (𝒙, 𝜏)|2d𝒙d𝜏. （3­11）

结合式（3­11）与式（3­4）,可知存在 𝐶 > 0使得对任意 𝜀 > 0,

𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) ⩽ 2𝑁π ln(
1
𝜀) + 𝐶. （3­12）

在式（3­1）两边同时乘以 𝑢𝜀并且取虚部,可以得到

∇ ⋅ 𝒋(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) = 𝑘𝜀Im (𝑢𝜀𝑢𝜀
𝑡 ) + 𝜆

2
∂
∂𝑡|𝑢𝜀|2. （3­13）

在式（3­1）两边同时乘以 ∇𝑢𝜀并且注意到

∂𝑡𝒋(𝑢𝜀) = 2Im (𝑢𝜀
𝑡 ∇𝑢𝜀) + ∇Im (𝑢𝜀𝑢𝜀

𝑡 ), （3­14）

可得

𝑘𝜀Re (𝑢𝜀
𝑡 ∇𝑢𝜀) + 𝜆

2
∂
∂𝑡𝒋(𝑢𝜀) = ∇ ⋅ (∇𝑢𝜀 ⊗ ∇𝑢𝜀) − ∇𝑒𝜀(𝑢𝜀) + 𝜆

2∇Im (𝑢𝜀𝑢𝜀
𝑡 ). （3­15）

由上式与式（1­42）可以推出对任意 𝜑 ∈ 𝐶∞(𝕋 2),

−∫𝕋 2
𝑘𝜀 ⟨𝕁∇𝑢𝜀, 𝑢𝜀

𝑡 ∇𝜑⟩ d𝒙+𝜆 ∫𝕋 2

∂
∂𝑡𝐽 (𝑢𝜀)𝜑d𝒙 = ∫𝕋 2

⟨Hess (𝜑)∇𝑢𝜀, 𝕁∇𝑢𝜀⟩ d𝒙.（3­16）

利用以上等式可以得到如下结果:
引理 3.1： 如果 𝑢𝜀

0满足式（3­3）、式（3­4）以及式（3­5）,那么存在 𝑇 > 0以及
李普希茨路径 𝒃𝑗 ∶ [0, 𝑇 ) → 𝕋 2, 𝑗 = 1, ⋯ , 2𝑁 ,使得

𝐽(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) → π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒃𝑗 (𝑡)于𝑊 −1,1(𝕋 2), 𝑘𝜀𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) → π
2𝑁

∑
𝑗=1

δ𝒃𝑗 (𝑡)于𝑊 −1,1(𝕋 2).

（3­17）
证明 与引理 2.8证明第 1步类似,通过引理 2.3、式（3­12）以及式（3­3）可以得
到存在 𝜀0, 𝑇 𝜀 使得对于任意 0 < 𝑡 < 𝑇 𝜀, 𝜀 < 𝜀0,存在路径 𝒂𝜀

𝑗 (𝑡) ∈ 𝕋 2, 𝑗 = 1, ⋯ , 2𝑁,

41



第 3章 复金兹堡­朗道方程量化涡旋的约化动力学规律

使得

‖
‖
‖‖

𝐽(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) − π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂𝜀
𝑗 (𝑡)

‖
‖
‖‖𝑊 −1,1(𝕋 2)

= 𝑜(1),

‖
‖
‖‖

𝑘𝜀𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) − π
2𝑁

∑
𝐽=1

δ𝒂𝜀
𝑗 (𝑡)

‖
‖
‖‖𝑊 −1,1(𝕋 2)

= 𝑜(1),

（3­18）

𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) ⩾ 2𝑁π ln 1
𝜀 − 𝐶, （3­19）

‖𝒋(𝑢𝜀)‖𝐿1(𝕋 2) ⩽ 𝐶. （3­20）

式（3­11）、式（3­19）与式（3­12）意味着存在常数 𝐶 使得对任意 𝑡1 < 𝑡2,

∫
𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

𝑘𝜀|𝑢𝜀
𝑡 (𝒙, 𝜏)|2d𝒙d𝜏 = 𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡2)) − 𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡1)) ⩽ 𝐶. （3­21）

接下来我们估计 |𝒂𝜀
𝑗 (𝑡2) − 𝒂𝜀

𝑗 (𝑡1)|: 存在 𝜂 ∈ 𝐶∞
0 (𝐵𝑟(𝒂0)(𝒂0

𝑗 ))满足

𝜂(𝒙) = (𝒙 − 𝒂𝜀
𝑗 (𝑡1)) ⋅

𝒂𝜀
𝑗 (𝑡2) − 𝒂𝜀

𝑗 (𝑡1)
|𝒂𝜀

𝑗 (𝑡2) − 𝒂𝜀
𝑗 (𝑡1)| , 𝒙 ∈ 𝐵3𝑟(𝒂0)/4(𝒂𝜀

𝑗 (𝑡1)). （3­22）

由式（3­18）、式（3­21）、式（3­12）以及式（1­27）可推出

π|𝒂𝜀
𝑗 (𝑡2) − 𝒂𝜀

𝑗 (𝑡1)| = π ∫𝕋 2
(δ𝒂𝜀

𝑗 (𝑡2) − δ𝒂𝜀
𝑗 (𝑡1))𝜂d𝒙

= ∫𝕋 2
𝑘𝜀(𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡2)) − 𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡1)))𝜂(𝒙)d𝒙 + 𝑜(1)

⩽ 𝑘𝜀 |∫
𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

∇ ⋅ Re (𝑢𝜀
𝑡 ∇𝑢𝜀)𝜂d𝒙d𝑡| + 𝑘2

𝜀 ∫
𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

𝜂|𝑢𝜀
𝑡 |2d𝒙d𝑡 + 𝑜(1)

⩽ 𝑘𝜀 ‖𝜂‖𝐶1(𝕋 2) ‖𝑢𝜀
𝑡 ‖𝐿2(𝕋 2×[𝑡1,𝑡2])‖∇𝑢𝜀‖𝐿2(𝕋 2×[𝑡1,𝑡2]) + 𝑜(1)

⩽ 𝐶√𝑡2 − 𝑡1 + 𝑜(1). （3­23）

因此, 与引理 2.8 证明第 3 步类似, 存在 𝑇 𝜀 的一个下界 𝑇0, 以及连续路径 𝒃𝑗 ∶
[0, 𝑇0] → 𝕋 2 满足 𝒂𝜀

𝑗 (𝑡) → 𝒃𝑗(𝑡)对某一个子列成立,进而式（3­6）成立. 与引理 2.8
证明第 4步类似,式（3­17）成立的时间可以一直延拓到 [0, 𝑇 ),其中 𝑇 满足:

𝑇 = min{𝑡|𝒂𝑗(𝑡) = 𝒂𝑘(𝑡)对某 𝑗 ≠ 𝑘成立}. （3­24）

接下来我们证明 𝒃是李普希茨的. 对任意 𝑇1 < 𝑇 ,记 𝑟 = min𝑡∈[0,𝑇1] 𝑟(𝒃(𝑡)). 对
任意 𝜌 < 𝑟,通过式（3­17）、式（3­12）以及引理 2.3可以得到

∫𝕋 2
𝜌 (𝒃(𝑡))

𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡))d𝒙 ⩽ 𝐶. （3­25）

考虑 𝑡1 < 𝑡2,如果其满足 𝐵𝑟/2(𝒃𝑗(𝑡)) ⊂ 𝐵3𝑟/4(𝒃(𝑡1))对任意 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]成立,就存在测试
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函数 𝜑1, 𝜑2 ∈ 𝐶∞
0 (𝐵𝑟(𝒂0)(𝒃𝑗(𝑡1)))满足

𝜑1(𝒙) = (𝒙 − 𝒃𝑗(𝑡1)) ⋅ 𝝂, 𝜑2(𝒙) = (𝒙 − 𝒃𝑗(𝑡1)) ⋅ 𝝂⟂, 𝒙 ∈ 𝐵3𝑟/4(𝒃𝑗(𝑡1)), （3­26）

其中 𝝂 = 𝑑𝑗𝜆(𝒃𝑗(𝑡2) − 𝒃𝑗(𝑡1))/|𝜆(𝒃𝑗(𝑡2) − 𝒃𝑗(𝑡1))|而 𝜈⟂ = −𝕁𝜈. 接下来结合式（3­16）
与式（3­25）,可以得到

− 𝑘𝜀 ∫
𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

⟨𝕁∇𝑢𝜀, 𝑢𝜀
𝑡 ∇𝜑1⟩ d𝒙d𝑠 + 𝜆 ∫

𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

𝜑1
∂
∂𝑡𝐽 (𝑢𝜀)d𝒙d𝑠

= ∫
𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

⟨Hess (𝜑1)∇𝑢𝜀, 𝕁∇𝑢𝜀⟩ d𝒙d𝑠

⩽ |𝑡2 − 𝑡1|‖𝜑1‖𝐶2(𝕋 2) sup
𝑡1⩽𝑡⩽𝑡2

‖∇𝑢𝜀‖2
𝐿2(𝕋 2

𝑟/2(𝒃(𝑡)))
⩽ 𝐶|𝑡2 − 𝑡1|. （3­27）

通过式（3­10）、式（3­21）以及式（3­17）,并且注意到∇𝜑2 +𝕁∇𝜑1 = 𝟎在𝐵3𝑟/4(𝒃𝑗 (𝑡1))

上成立,式（3­27）第一行第一项可作如下估计:

− 𝑘𝜀 ∫
𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

⟨𝕁∇𝑢𝜀, 𝑢𝜀
𝑡 ∇𝜑1⟩ d𝒙d𝑠

= −𝑘𝜀 ∫
𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

⟨∇𝑢𝜀, 𝑢𝜀
𝑡 ∇𝜑2⟩ d𝒙d𝑠 + 𝑘𝜀 ∫

𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

⟨∇𝑢𝜀, 𝑢𝜀
𝑡 (∇𝜑2 + 𝕁∇𝜑1)⟩ d𝒙d𝑠

= 𝑘𝜀 ∫
𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

𝜑2
∂
∂𝑡𝑒𝜀(𝑢𝜀)d𝒙d𝑠 + 𝑘2

𝜀 ∫
𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

𝜑2|𝑢𝜀
𝑡 |2d𝒙d𝑠 + 𝑂(√𝑘𝜀)

= (𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) − 𝒃𝑗(𝑡)) ⋅ 𝝂⟂ + 𝑜(1) = 𝑜(1). （3­28）

考虑到式（3­17）,式（3­27）第一行第二项收敛到 π|𝜆(𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) − 𝒃𝑗(𝑡))|. 因此,将
式（3­28）代入式（3­27）并且令 𝜀 → 0,就会有

π|𝜆(𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) − 𝒃𝑗(𝑡))| ⩽ 𝐶|𝑡2 − 𝑡1|, （3­29）

因而 𝒃是局部李普希茨的. ∎
如定理 2.1的证明, 我们需要 𝒋(𝑢𝜀) 的收敛性. 回顾引理 2.9 的证明可知证明

的一个关键在于 lim𝜀→0 𝑸(𝑢𝜀(𝑡)) 的连续性. 但是在考虑 CGL 相关情况时, 该函
数的连续性不像 NLS 极限动量的连续性那么显然. 为此, 需要先给出一个关于
lim𝜀→0 𝑸(𝑢𝜀(𝑡))连续性的引理:
引理 3.2： 𝑢𝜀 是定义在 𝕋 2 × [0, 𝑇 ]上的一列函数. 假设存在与 𝑡无关的常数 𝐶 以
及 𝑸∗(𝑡) ∈ 𝐿1([0, 𝑇 ])使得

𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) ⩽ 𝐶 ln 1
𝜀, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], ∫

𝑇

0 ∫𝕋 2
|∂𝑡𝑢𝜀|2d𝒙d𝑡 ⩽ 𝐶 ln 1

𝜀, （3­30）

𝑸(𝑢𝜀(𝑡)) = ∫𝕋 2
𝒋(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡))d𝒙 ⇀ 𝑸∗(𝑡) 于 𝐿1([0, 𝑇 ]). （3­31）
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那么 𝑸∗ = (𝑄∗
1, 𝑄∗

2)𝑇 ∶= 𝑸∗(𝑡)可以被取成连续的.
此外, 如果存在 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] 使得极限动量（limit momentum）𝑸̃∗ =

lim𝜀→0 𝑸(𝑢𝜀(𝜏))存在,那么还有

𝑸∗(𝜏) = 𝑸̃∗ = lim
𝜀→0

𝑸(𝑢𝜀(𝜏)). （3­32）

以上引理的证明需要 Sandier等 [88]的如下结果:
引理 3.3 (Sandier­Serfaty)： 令 𝑢𝜀是定义在 [0, 𝑇 ] × 𝕋 2上的函数,而且满足

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

𝐸𝜀(𝑢𝜀) ⩽ 2𝑁π ln 1
𝜀 + 𝐶, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

∫
𝑇

0 ∫𝕋 2
|∂𝑡𝑢𝜀|d𝒙d𝑡 ⩽ 𝐶 ln 1

𝜀.
（3­33）

记

𝛼𝜀 ∶= Im(𝑢𝜀∂𝑡𝑢𝜀), 𝑽 𝜀 = (𝑉 𝜀
1 , 𝑉 𝜀

2 )𝑇 ∶= ∂𝑡𝒋(𝑢𝜀) − ∇𝛼𝜀, （3­34）

并记 𝕋 2 上拉东测度（Radon measure）构成的集合为 Ra(𝕋 2). 则存在 𝑉1d𝒙, 𝑉2d𝒙 ∈
𝐿2([0, 𝑇 ], Ra(𝕋 2))使得对任意 𝜙 ∈ 𝐶1

0 (𝕋 2 × [0, 𝑇 ]),

lim
𝜀→0 ∫

𝑇

0 ∫𝕋 2
𝜙𝑉 𝜀

𝑘 d𝒙d𝑡 = ∫
𝑇

0 ∫𝕋 2
𝜙𝑉𝑘d𝒙d𝑡, 𝑘 = 1, 2. （3­35）

证明 参考 Sandier等 [88]第三章对其定理 3的证明. ∎
利用以上引理,我们给出引理 3.2的证明如下:

证明 𝛼𝜀, 𝑽 𝜀 = (𝑉 𝜀
1 , 𝑉𝜀)𝑇 的定义依然如式（3­34）. 则式（3­30）以及引理 3.3可推

出存在 𝑉𝑘d𝒙 ∈ 𝐿2([0, 𝑇 ], Ra(𝕋 2)), 𝑘 = 1, 2,使得对任意 𝜙 ∈ 𝐶1
0 (𝕋 2 × [0, 𝑇 ]),

lim
𝜀→0 ∫

𝑇

0 ∫𝕋 2
𝜙𝑉 𝜀

𝑘 d𝒙d𝑡 = ∫
𝑇

0 ∫𝕋 2
𝜙𝑉𝑘d𝒙d𝑡. （3­36）

对任意 𝜑 ∈ 𝐶1
0 ([0, 𝑇 ]),将 𝜙(𝒙, 𝑡) = 𝜑(𝑡)以及式（3­34）代入式（3­36）,可以得到

∫
𝑇

0 ∫𝕋 2
𝜑𝑉𝑘d𝒙d𝑡 = lim

𝜀→0 ∫
𝑇

0 ∫𝕋 2
𝜑𝑉 𝜀

𝑘 d𝒙d𝑡 = lim
𝜀→0 ∫

𝑇

0
𝜑 ∫𝕋 2

(∂𝑡𝑗𝑘(𝑢𝜀) − ∂𝑘𝛼𝜀)d𝒙d𝑡

= lim
𝜀→0 ∫

𝑇

0
𝜑∂𝑡 (∫𝕋 2

𝑗𝑘(𝑢𝜀)d𝒙) d𝑡 − lim
𝜀→0 ∫

𝑇

0
𝜑 (∫𝕋 2

∂𝑘𝛼𝜀d𝒙) d𝑡

= − lim
𝜀→0 ∫

𝑇

0
𝜑̇ (∫𝕋 2

𝑗𝑘(𝑢𝜀)d𝒙) d𝑡 = − ∫
𝑇

0
𝜑̇𝑄∗

𝑘d𝑡 = ∫
𝑇

0
𝜑𝑄̇∗

𝑘d𝑡. （3­37）

因为 𝑉𝑘d𝒙 ∈ 𝐿2([0, 𝑇 ], Ra(𝕋 2)),式（3­37）意味着

∫
𝑇

0
𝜑𝑄̇∗

𝑘d𝑡 ⩽ ‖𝜑‖𝐿2([0,𝑇 ])‖𝑉𝑘d𝒙‖𝐿2([0,𝑇 ],Ra(𝕋 2)). （3­38）

因为 𝐶1
0 ([0, 𝑇 ])在 𝐿2([0, 𝑇 ])中是稠密的,所以由式（3­38）可推出 𝑄̇∗

𝑘 ∈ 𝐿2([0, 𝑇 ]).
因此, 𝑸∗ = (𝑄∗

1, 𝑄∗
2)𝑇 ∈ 𝐻1([0, 𝑇 ]) ↪↪ 𝐶([0, 𝑇 ]),进而 𝑸∗可以被取成连续的.
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对任意使得极限动量存在的 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ],考虑 𝑈 𝜀 ∈ 𝐻1(𝕋 2 × [𝜏 − 1, 𝑇 ]):

𝑈 𝜀(𝒙, 𝑡) =
{

𝑢𝜀(𝒙, 𝑡), 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ],
𝑢𝜀(𝒙, 𝜏), 𝑡 ∈ [𝜏 − 1, 𝜏].

（3­39）

可以验证, 𝑈 𝜀也满足式（3­30）,而且

𝑸(𝑈 𝜀(𝑡)) ⇀ 𝑸̃∗(𝑡) ∶=
{

𝑸∗(𝑡), 𝑡 ⩾ 𝜏,
𝑸̃∗, 𝑡 < 𝜏.

（3­40）

因此,前面关于 𝑸∗连续性的证明对 𝑸̃∗依然成立. 结合 𝑸̃∗的连续性以及式（3­40）
,最终就得到式（3­32）. ∎
接下来我们证明 𝒋(𝑢𝜀)的收敛性.

引理 3.4： 假设 𝑢𝜀, 𝒃 与 𝑇 和引理 3.1 中相同, 则对任意 𝑇1 < 𝑇 以及 𝜌 < 𝑟1 ∶=
min[0,𝑇1] 𝑟(𝒃(𝑡)),

𝒋(𝑢𝜀) ⇀ 𝒋(𝑢∗)于 𝐿1(𝕋 2 × [0, 𝑇1]), 𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| ⇀ 𝒋(𝑢∗)于 𝐿2(𝕋 2

𝜌 (𝒃(𝑡)) × [0, 𝑇1]),（3­41）

其中

𝑢∗(𝒙, 𝑡) = 𝐻(𝒙; 𝒃(𝑡), 𝒒∗(𝒃(𝑡))), （3­42）

而 𝒒∗(𝒃(𝑡))连续且满足

𝒒∗(𝒃(𝑡)) ∈ 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒃𝑗(𝑡) + 2πℤ2, 𝒒∗(𝒃(0)) = 𝒒0. （3­43）

证明 与引理 2.9证明第 1步类似,通过式（3­17）、引理 2.3以及式（3­12）,可以
知道存在 𝒋∗ ∈ 𝐿1(𝕋 2 × [0, 𝑇1]) ∩ 𝐿2(𝕋 2

𝜌 (𝒃(𝑡)) × [0, 𝑇1])使得

𝒋(𝑢𝜀) ⇀ 𝒋∗ 于 𝐿1(𝕋 2 × [0, 𝑇 ]) （3­44）

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| ⇀ 𝒋∗ 于 𝐿2(𝕋 2

𝜌 (𝒃(𝑡)) × [0, 𝑇 ]). （3­45）

对任意 𝜑 ∈ 𝐶1
0 (𝕋 2 × [0, 𝑇1]),结合式（3­13）、式（3­12）以及式（3­21）,可以

得到

|∫𝕋 2×[0,𝑇1]
𝜑∇ ⋅ 𝒋(𝑢𝜀)d𝒙|

= |∫𝕋 2×[0,𝑇1]
𝑘𝜀𝜑Im (𝑢𝜀𝑢𝜀

𝑡 )d𝒙 + ∫𝕋 2×[0,𝑇1]
𝜑 ∂

∂𝑡
𝜆
2|𝑢𝜀|2d𝒙|

= |∫𝕋 2×[0,𝑇1]
𝑘𝜀𝜑Im (𝑢𝜀𝑢𝜀

𝑡 )d𝒙 − ∫𝕋 2×[0,𝑇1]
𝜑𝑡

𝜆
2(|𝑢𝜀|2 − 1)d𝒙|

⩽ (𝑘𝜀‖𝑢𝜀
𝑡 ‖𝐿2(𝕋 2×[0,𝑇1]) + |𝜆|

2 ‖|𝑢𝜀|2 − 1‖𝐿2(𝕋 2×[0,𝑇1])) ‖𝜑‖𝐶1(𝕋 2×[0,𝑇1])
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⩽ 𝐶√𝑘𝜀‖𝜑‖𝐶1(𝕋 2×[0,𝑇1]). （3­46）

从而利用与引理 2.9证明第 2步类似的过程可以证明∇⋅𝒋∗ = 0. 接下来与与引理 2.9
证明第 3步类似,利用式（3­44）、式（2­55）和式（3­42）,可以找到 𝒈 ∶ [0, 𝑇 ] → ℝ2

满足

𝒈(𝑡) = 𝒋∗(𝒙, 𝑡) − 𝒋(𝑢∗(𝒙, 𝑡)), （3­47）

𝒈(𝑡) = ∫𝕋 2
(𝒋∗(𝒙, 𝑡) − 𝒋(𝑢∗(𝒙, 𝑡)))d𝒙 = ∫𝕋 2

𝒋∗(𝒙, 𝑡)d𝒙 − 𝕁𝒒(𝑡),

𝑸(𝑢𝜀(𝑡)) ⇀ ∫𝕋 2
𝒋∗(𝒙, 𝑡)d𝒙 = 𝒈(𝑡) + 𝕁𝒒(𝑡) 于 𝐿1([0, 𝑇 ]).

（3­48）

结合式（3­12）、式（3­21）、式（3­48）以及引理 3.2可知 𝒈 + 𝕁𝒒是连续的,而
且如果在 𝑡时刻 lim𝜀→0 𝑸(𝑢𝜀(𝑡))存在,那么

lim
𝜀→0

𝑸(𝑢𝜀(𝑡)) = 𝒈(𝑡) + 𝕁𝒒(𝑡). （3­49）

对任意时刻 𝑡 ∈ [0, 𝑇1]以及𝑸(𝑢𝜀(𝑡))的子列𝑸(𝑢𝜀𝑛(𝑡)),根据式（3­20）可知𝑸(𝑢𝜀𝑛(𝑡))
存在收敛子列𝑸(𝑢𝜀𝑛𝑘 (𝑡)),而且根据式（3­49）可知所有子列都收敛到同一极限 𝒈(𝑡)+
𝕁𝒒(𝑡). 因而式（3­49）事实上对任意时刻 𝑡都成立. 最后,考虑到式（3­4）、式（3­49）、
式（3­17）、式（3­12）、引理 3.2、式（3­47）、式（3­44）以及式（3­45）,重复引
理 2.9证明第 4步就可以完成本引理的证明. ∎
与定理 2.1的证明类似,还需要估计

∫𝕋 2
𝜌 (𝒃(𝑡)) (

𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) + |
𝒋(𝑢𝜀(𝑡))
|𝑢𝜀(𝑡)| − 𝒋(𝑢∗(𝑡))|

2

)
d𝒙. （3­50）

事实上,考察引理 2.11的证明,可以发现其证明重点在于式（2­127）、式（2­128）和
式（2­129）三个式子. 考虑到式（3­17）、式（3­41）以及式（3­12）,把式（2­127）、
式（2­128）和式（2­129）中 𝑢𝜀, 𝒃替换为由引理 3.1得到的 𝑢𝜀, 𝒃后,这三个式子依
然成立. 因而有估计:

lim sup
𝜀→0 ∫

𝑇

0 ∫𝕋 2
𝜌 (𝒃) (

𝑒𝜀(|𝑢𝜀|) + 1
2 |

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)|

2

)
d𝒙d𝑡 ⩽ 𝐶 ∫

𝑇

0
𝛴(𝑡)d𝑡, （3­51）

其中

𝛴(𝑡) ∶= lim sup
𝜀→0

(𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡) − 𝑊𝜀(𝒃(𝑡); 𝒒∗(𝒃(𝑡)))) . （3­52）

我们还需要 Sandier等人 [88]的如下结果,其证明参考 Sandier等 [88]中第三章对

其推论 7的证明.
引理 3.5 (Sandier­Serfaty)：假设𝛺 ⊂ ℝ2是一个区域. 给定 𝒂𝑗 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]; 𝛺), 𝑑𝑗 =
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±1, 𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑀 ,而且路径 𝒂𝑗 满足 𝒂𝑗(𝑡) ≠ 𝒂𝑘(𝑡), 1 ⩽ 𝑗 < 𝑘 ⩽ 𝑀 . 如果 𝑢𝜀 是定义

在 𝛺 × [0, 𝑇 ]上的一列函数,而且满足

𝐽(𝑢𝜀(𝑡)) → π
𝑀

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂𝑗 (𝑡), （3­53）

和

∫
𝑇

0 ∫𝛺
|∂𝑡𝑢𝜀|2d𝒙d𝑡 ⩽ 𝐶 ln 1

𝜀, ∫𝛺
𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) ⩽ 2π𝑀 ln 1

𝜀 + 𝐶, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], （3­54）

那么对任意 [𝑡1, 𝑡2] ⊂ [0, 𝑇 ],

lim inf
𝜀→0

𝑘𝜀 ∫
𝑡2

𝑡1
∫𝛺

|∂𝑡𝑢𝜀|2d𝒙d𝑡 ⩾ π
𝑀

∑
𝑗=1 ∫

𝑡2

𝑡1
|𝒂̇𝑗|2d𝑡. （3­55）

3.2 约化动力学规律的证明

证明 假设 𝒂 = 𝒂(𝑡) = (𝒂1(𝑡), ⋯ , 𝒂2𝑁 (𝑡)) 是式（3­7）的解, 而且 𝒃 = 𝒃(𝑡) =
(𝒃1(𝑡), ⋯ , 𝒃2𝑁 (𝑡))如引理 3.1所示. 定义

𝜁𝑗(𝑡) ∶= √1 + 𝜆2|𝒂𝑗(𝑡) − 𝒃𝑗(𝑡)| = |(𝐼2 − 𝜆𝑑𝑗𝕁)(𝒂𝑗(𝑡) − 𝒃𝑗(𝑡))|, （3­56）

其中 𝐼2是二阶单位矩阵

𝐼2 =
(

1 0
0 1 )

. （3­57）

为了简单,本节依然采用记号式（2­138）.
存在 𝑇∗ < 𝑇 使得对任意 𝑡 < 𝑇∗,

max
1⩽𝑗⩽2𝑁

𝜁𝑗(𝑡) < 𝑟∗ ∶= inf
𝑡∈[0,𝑇∗]

min{𝑟(𝒂(𝑡)), 𝑟(𝒃(𝑡))}. （3­58）

对任意 𝑡 ∈ [0, 𝑇∗], 𝜁 关于 𝑡的导数可作如下估计:

| ̇𝜁𝑗(𝑡)| ⩽|(𝐼2 − 𝜆𝑑𝑗𝕁)(𝒂̇𝑗(𝑡) − 𝒃̇𝑗(𝑡))|

⩽1
π |∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂(𝑡)) − ∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡))| + |(𝐼2 − 𝜆𝑑𝑗𝕁)𝒃̇𝑗(𝑡) + 1

π∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡))|

⩽𝐶
2𝑁

∑
𝑗=1

𝜁𝑗(𝑡) + |(𝐼2 − 𝜆𝑑𝑗𝕁)𝒃̇𝑗(𝑡) + 1
π∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡))| . （3­59）

最后一个式子成立是由于式（3­58）以及𝑊 的李普希茨性质式（2­59）.
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取 𝝂满足

𝝂⟂ ∶= −𝕁𝝂 =
(𝐼2 − 𝜆𝑑𝑗𝕁)𝒃̇𝑗(𝑡) + 1

π∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡))

|(𝐼2 − 𝜆𝑑𝑗𝕁)𝒃̇𝑗(𝑡) + 1
π∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡))|

, （3­60）

并且取 𝜑1, 𝜑2 ∈ 𝐶∞(𝐵𝑟∗(𝒃𝑗(𝑡)))满足

𝜑1(𝒙) = (𝒙 − 𝒃𝑗(𝑡)) ⋅ 𝝂, 𝜑2(𝒙) = (𝒙 − 𝒃𝑗(𝑡)) ⋅ 𝝂⟂, 𝒙 ∈ 𝐵3𝑟∗/4(𝒃𝑗(𝑡)). （3­61）

式（3­61）意味着

∇𝜑2 + 𝕁∇𝜑1 = 0, 𝒙 ∈ 𝐵3𝑟∗/4(𝒃𝑗(𝑡)). （3­62）

将 𝜑1代入式（3­16）,可以得到

− ∫𝕋 2
𝑘𝜀 ⟨𝕁∇𝑢𝜀, 𝑢𝜀

𝑡 ∇𝜑1⟩ d𝒙 + 𝜆 ∫𝕋 2

∂
∂𝑡𝐽 (𝑢𝜀)𝜑1d𝒙 = ∫𝕋 2

⟨Hess (𝜑1)∇𝑢𝜀, 𝕁∇𝑢𝜀⟩ d𝒙.
（3­63）

通过式（3­10）,式（3­63）左手边第一项可做如下计算:

− ∫𝕋 2
𝑘𝜀 ⟨𝕁∇𝑢𝜀, 𝑢𝜀

𝑡 ∇𝜑1⟩ d𝒙

= − ∫𝕋 2
𝑘𝜀 ⟨∇𝑢𝜀, 𝑢𝜀

𝑡 ∇𝜑2⟩ d𝒙 + 𝑘𝜀 ∫𝕋 2
⟨∇𝑢𝜀, 𝑢𝜀

𝑡 (∇𝜑2 + 𝕁∇𝜑1)⟩ d𝒙

= 𝑘𝜀 ∫𝕋 2
𝜑2

∂
∂𝑡𝑒𝜀(𝑢𝜀)d𝒙 + 𝑘2

𝜀 ∫𝕋 2
𝜑2|𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙 + 𝑘𝜀 ∫𝕋 2
⟨∇𝑢𝜀, 𝑢𝜀

𝑡 (∇𝜑2 + 𝕁∇𝜑1)⟩ d𝒙.

（3­64）

将式（3­64）代入式（3­63）可得

𝑘𝜀 ∫𝕋 2
𝜑2

∂
∂𝑡𝑒𝜀(𝑢𝜀)d𝒙 + 𝜆 ∫𝕋 2

∂
∂𝑡𝐽 (𝑢𝜀)𝜑1d𝒙 + 𝑘2

𝜀 ∫𝕋 2
𝜑2|𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙

= ∫𝕋 2
⟨Hess (𝜑1)∇𝑢𝜀, 𝕁∇𝑢𝜀⟩ d𝒙 − 𝑘𝜀 ∫𝕋 2

⟨∇𝑢𝜀, 𝑢𝜀
𝑡 (∇𝜑2 + 𝕁∇𝜑1)⟩ d𝒙. （3­65）

在 [𝑡, 𝑡 + ℎ]上对式（3­65）积分,然后令 𝜀 → 0并且注意到式（3­17）、式（3­25）、
式（3­21）以及式（3­62）,可以得到

𝝂⟂ ⋅ (𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) − 𝒃𝑗(𝑡)) + 𝑑𝑗𝜆𝝂 ⋅ (𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) − 𝒃𝑗(𝑡))

= 𝝂⟂ ⋅ ((𝐼2 − 𝜆𝑑𝑗𝕁)(𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) − 𝒃𝑗(𝑡)))

= lim
𝜀→0 ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2
⟨Hess (𝜑1)∇𝑢𝜀, 𝕁∇𝑢𝜀⟩ d𝒙d𝑠. （3­66）

利用式（3­42）、式（2­67）、式（3­60）、式（3­61）、式（3­66）以及式（2­13）,有

|(𝐼2 − 𝜆𝑑𝑗𝕁)𝒃̇(𝑡) + 1
π∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡))|

= 𝝂⟂ ⋅ ( lim
ℎ→0

(𝐼2 − 𝜆𝑑𝑗𝕁)
𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) − 𝒃𝑗(𝑡)

ℎ + 1
π∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡)))
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= lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

1
πℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2
(⟨Hess (𝜑1)∇𝑢𝜀, 𝕁∇𝑢𝜀⟩ − ⟨Hess (𝜑1)𝒋(𝑢∗), 𝕁𝒋(𝑢∗)⟩) d𝒙d𝑠

= 𝐿𝑗 + 𝐾1𝑗 + 𝐾2𝑗 + 𝐾3𝑗 , （3­67）

其中

𝐿𝑗(𝑡) = lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

1
πℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2
⟨Hess (𝜂)∇|𝑢𝜀|, 𝕁∇|𝑢𝜀|⟩ d𝒙d𝑠, （3­68）

𝐾𝑗1(𝑡) = lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

1
πℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2 ⟨Hess (𝜂) (
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)) , 𝕁 (

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗))⟩ d𝒙d𝑠,

（3­69）

𝐾𝑗2(𝑡) = lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

1
πℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2 ⟨Hess (𝜂)𝒋(𝑢∗), 𝕁 (
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗))⟩ d𝒙d𝑠, （3­70）

𝐾𝑗3(𝑡) = lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

1
πℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2 ⟨Hess (𝜂) (
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)) , 𝕁𝒋(𝑢∗)⟩ d𝒙d𝑠. （3­71）

通过式（3­41）和式（3­61）可知

𝐾𝑗2 = 0, 𝐾𝑗3 = 0. （3­72）

引理 3.5以及式（3­17）意味着

𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) = 𝐸𝜀(𝑢𝜀
0) − ∫

𝑡

0
d𝑠 ∫𝕋 2

𝑘𝜀|∂𝑡𝑢𝜀|2d𝒙 ⩽ 𝐸𝜀(𝑢𝜀
0) − π ∫

𝑡

0
|𝒃̇(𝑠)|2d𝑠. （3­73）

将式（2­58）和式（3­7）代入𝑊 (𝒂(𝑡))关于 𝑡的导数,就会有

d
d𝑡𝑊 (𝒂(𝑡)) =

2𝑁

∑
𝑗=1

∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂(𝑡)) ⋅ 𝒂̇𝑗(𝑡) = −π
2𝑁

∑
𝑗=1

(𝒂̇𝑗(𝑡) − 𝜆𝑑𝑗𝕁𝒂̇𝑗(𝑡)) ⋅ 𝒂̇𝑗(𝑡) = −π|𝒂̇𝑗(𝑡)|2,

（3­74）

因而

π ∫
𝑡

0
|𝒂̇(𝑠)|2d𝑠 + 𝑊 (𝒂(𝑡)) ≡ 𝑊 (𝒂(0)) = 𝑊 (𝒂0; 𝒒0). （3­75）

结合式（3­73）、式（3­4）、式（3­75）、式（1­41）以及式（2­59）,可以得到

lim sup
𝜀→0

(𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) − 𝑊𝜀(𝒃(𝑡))) ⩽ lim
𝜀→0 (𝑊𝜀(𝒂0; 𝒒0) − π ∫

𝑡

0
|𝒃̇(𝑠)|2d𝑠 − 𝑊𝜀(𝒃(𝑡)))

= 𝑊 (𝒂(𝑡)) + π ∫
𝑡

0
(|𝒂̇(𝑠)|2 − |𝒃̇(𝑠)|2) d𝑠 − 𝑊 (𝒃(𝑡))

⩽ 𝐶
2𝑁

∑
𝑗=1

𝜁𝑗(𝑡) + ∫
𝑡

0

2𝑁

∑
𝑗=1

| ̇𝜁𝑗(𝑠)|d𝑠. （3­76）
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式（3­51）和式（3­76）意味着

∫𝕋 2
3𝑟∗/4(𝒃(𝑠)) (

𝑒𝜀(|𝑢𝜀|) + |
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)|

2

)
d𝒙 ⩽ 𝐶

2𝑁

∑
𝑗=1

𝜁𝑗(𝑡) + ∫
𝑡

0

2𝑁

∑
𝑗=1

| ̇𝜁𝑗(𝑠)|d𝑠.（3­77）

将式（3­61）、式（3­77）和式（3­72）代入式（3­67）可得

|(𝐼2 − 𝜆𝑑𝑗𝕁)𝒃̇(𝑡) + 1
π∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡))| = 𝐾1𝑗 + 𝐿𝑗 ⩽ 𝐶

2𝑁

∑
𝑗=1

𝜁𝑗(𝑡) + ∫
𝑡

0

2𝑁

∑
𝑗=1

| ̇𝜁𝑗(𝑠)|d𝑠.（3­78）

将式（3­78）代入式（3­59）可知
2𝑁

∑
𝑗=1

| ̇𝜁𝑗(𝑡)| ⩽ 𝐶
2𝑁

∑
𝑗=1

𝜁𝑗(𝑡) + ∫
𝑡

0

2𝑁

∑
𝑗=1

| ̇𝜁𝑗(𝑠)|d𝑠于 [0, 𝑇∗]. （3­79）

由式（3­9）、式（3­17）、式（3­3）和式（3­56）可直接得出 𝜁𝑗(0) = 0,因而式（3­79）
可以推导出

𝜁𝑗(𝑡) = 0 𝑡 ∈ [0, 𝑇∗], （3­80）

即在 [0, 𝑇∗]上 𝒃 = 𝒂. 特别地 𝜁𝑗(𝑇∗) = 0对任意 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 2𝑁 成立. 接下来重复以上
证明,就可以得到 𝜁𝑗(𝑡) = 0在 [0, 𝑇 )上成立,也就是说 𝒂(𝑡) ≡ 𝒃(𝑡)在 [0, 𝑇 )恒成立.
结合 𝒂的定义式（3­7）以及式（3­17）,我们就证明了定理 3.1. ∎

3.3 方程式（3­7）的性质

3.3.1 首次积分

定义

𝒒𝜆(𝒂) ∶=
2𝑁

∑
𝑗=1

𝒂𝑗 − 𝜆𝕁
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒂𝑗 , 𝒂 ∈ (𝕋 2)2𝑁
∗ . （3­81）

引理 3.6：假设 𝒂 = (𝒂1 ⋯ , 𝒂2𝑁 )是式（3­7）初值为式（3­9）的解,那么由式（3­81）
定义的 𝒒𝜆(𝒂)是式（3­7）的首次积分,即

𝒒𝜆(𝒂) ∶= 𝒒𝜆(𝒂(𝑡)) ≡ 𝒒𝜆(𝒂(0)) = 𝒒𝜆(𝒂0). （3­82）

证明 求式（3­81）关于 𝑡的导数,并且注意到式（3­7）、式（1­29）、式（2­58）以
及 𝐹 是偶函数,因而

d
d𝑡𝒒𝜆(𝒂(𝑡)) =

2𝑁

∑
𝑗=1

(𝒂̇𝑗(𝑡) − 𝜆𝑑𝑗𝕁𝒂̇𝑗(𝑡)) = −
2𝑁

∑
𝑗=1

1
π∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂(𝑡); 𝒒∗(𝒂(𝑡)))
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=
2𝑁

∑
𝑗=1

2𝑑𝑗

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

∑
1⩽𝑘⩽2𝑁

𝑘≠𝑗

𝑑𝑘∇𝐹 (𝒂𝑗(𝑡) − 𝒂𝑘(𝑡)) − 𝒒∗(𝒂(𝑡))

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 2 ∑
1⩽𝑗≠𝑘⩽2𝑁

𝑑𝑗𝑑𝑘∇𝐹 (𝒂𝑗(𝑡) − 𝒂𝑘(𝑡)) −
⎛
⎜
⎜
⎝

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

𝒒∗(𝒂(𝑡)) = 𝟎, （3­83）

上式可立即推出式（3­82）. ∎

3.3.2 具有特殊对称性的初值的解

引理 3.7： 如果𝑁 = 1而且初值式（3­9）满足

𝒂0
1 = (0.5, 0.5)𝑇 +(𝛼0, 𝛽0)𝑇 , 𝒂0

2 = (0.5, 0.5)𝑇 +(−𝛼0, 𝛽0), 𝒒0 = 2π(𝒂0
1−𝒂0

2),（3­84）

则解 𝒂 = 𝒂(𝑡) = (𝒂1(𝑡), 𝒂2(𝑡))具有如下形式:

𝒂1(𝑡) = (0.5, 0.5)𝑇 + (𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡))𝑇 , 𝒂2(𝑡) = (0.5, 0.5)𝑇 + (−𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡))𝑇 , （3­85）

其中 𝛼, 𝛽 满足

𝛼̇ = −2(∂𝑥𝐹 (2𝛼, 0) + 4π𝛼)
1 + 𝜆2 , ̇𝛽 = 2𝜆(∂𝑥𝐹 (2𝛼, 0) + 4π𝛼)

1 + 𝜆2 , （3­86）

以上方程初值为

𝛼(0) = 𝛼0, 𝛽(0) = 𝛽0. （3­87）

特别地,解 𝒂的轨迹是两条直线段.
证明 由式（1­36）的对称性可知 𝐹 满足

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐹 (−𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑥, −𝑦) = 𝐹 (𝑦, 𝑥). （3­88）

注意到 𝐹 ∈ 𝐶∞
0 (𝕋 2\{𝟎}),因而

∂𝑥𝐹 (0.5, 𝑦) = 0, ∂𝑦𝐹 (𝑥, 0.5) = 0, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1], （3­89）

以及

∂𝑥𝐹 (0, 𝑦) = ∂𝑥𝐹 (1, 𝑦) = 0, ∂𝑦𝐹 (𝑥, 0) = ∂𝑦𝐹 (𝑥, 1) = 0, ∀𝑥, 𝑦 ∈ (0, 1). （3­90）

再根据初值式（3­84）和方程式（3­7）的对称性,可以假设解 𝒂满足式（3­85）. 将
式（3­85）代入式（3­7）并且注意到式（3­90）和式（2­58）,可以得到

(
1 −𝜆
𝜆 1 )

𝒂̇1 = −2∇𝐹 (𝒂1−𝒂2)−4π(𝒂1−𝒂2) = 2
(

−∂𝑥𝐹 (2𝛼, 0) − 4π𝛼
0 )

,（3­91）

上式同 𝒂̇1 = (𝛼̇, ̇𝛽)𝑇 意味着式（3­86）. 因为 𝛼̇/ ̇𝛽 ≡ −1/𝜆,式（3­85）可推出 𝒂的轨
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迹由两条斜率分别为 −1/𝜆和 1/𝜆的线段构成. ∎

a0
1

a0
2

6=0
6=0.5
6=1
6=2
RDL for NLSE

(a) (𝛼0, 𝛽0) = (−0.15, 0.25)

a0
1

a0
2

6=0
6=0.5
6=1
6=2
RDL for NLSE

(b) (𝛼0, 𝛽0) = (−0.35, 0.25)

图 3.1 带有不同 𝜆的式（3­7）解的一些轨迹以及式（2­7）的解的轨迹（标记为“RDL
for NLSE”,初值为式（3­84）类型

图 3.1显示了初值为式（3­85）的式（3­7）的解的一些数值结果,我们采用四
阶龙格­库塔方法,其时间步长取为∆𝑡 = 10−4. 通过图 3.1可以知道式（3­7）的轨迹
在 𝜆 → 0时收敛到金兹堡­朗道方程对应约化动力学规律的解的轨迹,而在 𝜆 → ∞
时收敛到式（2­7）解的轨迹.
引理 3.8： 如果𝑁 = 2而且初值式（3­9）满足

𝒂0
1 = (0.5, 0.5)𝑇 + (𝛼0, 𝛽0)𝑇 , 𝒂0

2 = (0.5, 0.5)𝑇 + (−𝛼0, −𝛽0),

𝒂0
3 = (0.5, 0.5)𝑇 + (−𝛼0, 𝛽0)𝑇 , 𝒂0

4 = (0.5, 0.5)𝑇 + (𝛼0, −𝛽0),

𝒒0 = 𝟎,

（3­92）

则解 𝒂 = 𝒂(𝑡) = (𝒂1(𝑡), 𝒂2(𝑡), 𝒂3(𝑡), 𝒂4(𝑡))形如

𝒂1(𝑡) = (0.5, 0.5)𝑇 + (𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡))𝑇 , 𝒂2(𝑡) = (0.5, 0.5)𝑇 + (−𝛼(𝑡), −𝛽(𝑡)),

𝒂3(𝑡) = (0.5, 0.5)𝑇 + (−𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡))𝑇 , 𝒂4(𝑡) = (0.5, 0.5)𝑇 + (𝛼(𝑡), −𝛽(𝑡)),
（3­93）

其中 𝛼, 𝛽 满足

(
𝛼̇

̇𝛽 )
= 2

1 + 𝜆2 (
1 𝜆

−𝜆 1 ) (
∂𝑥𝐹 (2𝛼, 2𝛽) − ∂𝑥𝐹 (2𝛼, 0)
∂𝑦𝐹 (2𝛼, 2𝛽) − ∂𝑦𝐹 (0, 2𝛽) )

. （3­94）

证明 由初值式（3­92）以及方程式（3­7）的对称性,可以假设 𝒂满足式（3­93）.
将式（3­93）代入式（3­7）并且注意到式（3­90）以及式（2­58）,可以得到

(
1 −𝜆
𝜆 1 )

𝒂̇1 = 2(∇𝐹 (2𝛼, 2𝛽) − ∇𝐹 (2𝛼, 0) − ∇𝐹 (0, 2𝛽))
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= 2
(

∂𝑥𝐹 (2𝛼, 2𝛽) − ∂𝑥𝐹 (2𝛼, 0)
∂𝑦𝐹 (2𝛼, 2𝛽) − ∂𝑦𝐹 (0, 2𝛽) )

, （3­95）

由上式与式（3­93）可直接推出式（3­94）. ∎

a
1
0

a
2
0a

4
0

a0
3

(a) (𝛼0, 𝛽0) = (−0.15, 0.1)

a
1
0

a
2
0a

4
0

a0
3

(b) (𝛼0, 𝛽0) = (−0.15, 0.2)

a
1
0

a
2
0a

4
0

a0
3

(c) (𝛼0, 𝛽0) = (−0.15, 0.3)

a
1
0

a
2
0a

4
0

a0
3

(d) (𝛼0, 𝛽0) = (−0.15, 0.4)

a
1
0

a
2
0a

4
0

a0
3

(e) (𝛼0, 𝛽0) = (−0.15, 0.45)

a
1
0

a
2
0a

4
0

a0
3

(f) (𝛼0, 𝛽0) = (−0.25, 0.25)

图 3.2 𝜆 = 1的式（3­7）的一些解的轨迹,初值形如式（3­92）
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图 3.2展示了 𝜆 = 1且初值满足式（3­85）的式（3­7）一些解的数值结果,我
们采用四阶龙格­库塔方法,其时间步长取为 ∆𝑡 = 10−4. 图 3.2中图 3.2(a)­图 3.2(e)
5张图给出了 𝛼0 固定时的一些典型轨迹线: (1)当 𝛽0 比较小时, 𝒂1 和 𝒂4 最终碰撞,
而 𝒂2 与 𝒂3 碰撞; (2)当 𝛽0 增加时, 𝒂1 会逐渐靠近 𝒂3,而且如果 𝛽0 足够大, 𝒂1 会和

𝒂3碰撞,而 𝒂2会和 𝒂4碰撞; (3)当 𝛽0足够接近 0.5时, 𝒂1会和 𝒂4相碰撞,但其方向
与 (1)中不同. 图 3.2(f)展示了一个平衡态, 其为一个平衡态成立是因为式（3­89）
以及式（3­90）.
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第 4章 非线性波方程量化涡旋的约化动力学规律

本章主要研究非线性波方程（NLW）

𝑘𝜀∂2
𝑡 𝑢𝜀 − ∆𝑢𝜀 + 1

𝜀2 (|𝑢𝜀|2 − 1)𝑢𝜀 = 0, 𝒙 ∈ 𝕋 2, 𝑡 > 0 （4­1）

的量化涡旋动力学规律,其初值为

𝑢𝜀(𝒙, 0) = 𝑢𝜀
0(𝒙), ∂𝑡𝑢𝜀(𝒙, 0) = 𝑢𝜀

1(𝒙), 𝒙 ∈ 𝕋 2. （4­2）

此外,动量𝑸、流量 𝒋由式（1­28）定义,能量 𝐸𝜀、能量密度 𝑒𝜀由式（1­27）定义,
重整化能量𝑊、带参数 𝜀的重整化能量𝑊𝜀、雅可比行列式 𝐽 以及 (𝕋 2)2𝑁

∗ 等分别

由式（1­35）、式（1­41）、式（1­42）、式（1­40）等定义,而在第 2.1节有 𝑟(𝒂)、规
范调和映射等的定义,在此不再赘述.
我们将主要结论,即定理 1.3,复述如下:

定理 4.1 (NLW的约化动力学规律)： 假设存在 𝒂0 ∶= (𝒂0
1, 𝒂0

2, ⋯ , 𝒂0
2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁

∗ 与

𝒒0 ∈ 2π ∑2𝑁
𝑗=1 𝑑𝑗𝒂0

𝑗 + 2πℤ2使得初值式（4­2）中 𝑢𝜀
0, 𝑢𝜀

1满足

𝐽(𝑢𝜀
0) → π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂0
𝑗
, 于𝑊 −1,1(𝕋 2) ∶= [𝐶1(𝕋 2)]′, （4­3）

lim
𝜀→0

𝑸(𝑢𝜀
0) = 𝑸0 = 𝕁𝒒0, （4­4）

lim sup
𝜀→0

[𝐸𝜀(𝑢𝜀
0) − 𝑊𝜀(𝒂0; 𝒒0)] = 0. （4­5）

以及

𝑘𝜀 ∫𝕋 2
|𝑢𝜀

1|d𝒙 → 0. （4­6）

则可以找到 𝑇 > 0以及 2𝑁 个𝐶1,1­路径 𝒂𝑗 ∶ [0, 𝑇 ) → 𝕋 2使得初值为式（4­2）的方
程式（4­1）的解 𝑢𝜀满足

𝐽(𝑢𝜀(𝑡)) 𝜀→0+
⟶ π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂𝑗 (𝑡)于𝑊 −1,1(𝕋 2), （4­7）

而且 𝒂𝑗(𝑡) (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 2𝑁)满足如下约化动力学规律（该方程简记为 NLWODE）:

𝒂̈𝑗 = −1
π∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂; 𝒒∗(𝒂)), 𝑡 > 0, （4­8）
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其中 𝒒∗(𝒂) = 𝒒∗(𝒂(𝑡))满足

𝒒∗(𝒂(𝑡)) ∈ 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒂𝑗(𝑡) + 2πℤ2, （4­9）

而且方程式（4­8）初值如下:

𝒂𝑗(0) = 𝒂0
𝑗 , 𝒂̇𝑗(0) = 𝟎, 𝒒∗(𝒂(0)) = 𝒒0. （4­10）

定理 4.1证明基于本人的相关文章 [89] .

4.1 量化涡旋的存在性

首先定义 NLW系统的哈密顿量（Hamiltonian）为

ℎ𝜀(𝑢𝜀) ∶= 𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2 + 𝑒𝜀(𝑢𝜀), （4­11）

接下来我们介绍与方程式（4­1）有关的守恒量. 与第 3.1 章式（3­10）到式
（3­16）等式子类似,可以得到式（4­1）的任意解 𝑢𝜀满足如下等式 [53­54] :

∂
∂𝑡ℎ𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) = ∇ ⋅ (Re (𝑢𝜀

𝑡 ∇𝑢𝜀)), （4­12）

∇ ⋅ 𝒋(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) = 𝑘𝜀∂𝑡Im (𝑢𝜀𝑢𝜀
𝑡 ), （4­13）

𝐻𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) ∶= ∫𝕋 2
ℎ𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡))d𝒙 = ∫𝕋 2

𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 (𝒙, 𝑡)|2d𝒙 + 𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡))

≡ ∫𝕋 2

𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

1|2d𝒙 + 𝐸𝜀(𝑢𝜀
0).

（4­14）

而且对任意 𝜑 ∈ 𝐶∞(𝕋 2) [54]

𝑘𝜀 ∫𝕋 2
𝜑∂2

𝑡 ℎ𝜀(𝑢𝜀)d𝒙 = ∫𝕋 2 (⟨Hess (𝜑)∇𝑢𝜀, ∇𝑢𝜀⟩ + (
𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2 − 𝑒𝜀(𝑢𝜀)) ∆𝜑) d𝒙.
（4­15）

4.1.1 雅可比行列式与流量的收敛性

引理 4.1： 如果初值 𝑢𝜀
0满足式（4­3）、式（4­4）以及式（4­5）,那么存在 𝐶1,1­路

径 𝒃𝑗 ∶ [0, 𝑇 ) → 𝕋 2, 𝑗 = 1, ⋯ , 2𝑁 ,使得

𝐽(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) → π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒃𝑗 (𝑡), 𝑘𝜀𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) → π
2𝑁

∑
𝑗=1

δ𝒃𝑗 (𝑡) 于𝑊 −1,1(𝕋 2). （4­16）

证明 记

𝑟0 = 𝑟(𝒂0) = 1
4 min

𝑗≠𝑘
|𝒂0

𝑗 − 𝒂0
𝑘| > 0. （4­17）
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与引理 2.8证明第 1步类似,通过引理 2.3、式（4­3）、式（4­5）、式（4­14）以及
式（1­41）可知,对充分小的 𝜀,存在 𝑇 𝜀 > 0以及 𝒃𝜀

𝑗 (𝑡) ∈ 𝐵𝑟0/2(𝒂0
𝑗 )使得下面的式子

对任意 𝑡 < 𝑇 𝜀成立:

𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) ⩽ 𝐻𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) ⩽ 2𝑁π ln(
1
𝜀) + 𝐶, （4­18）

‖
‖
‖‖

𝐽(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) − π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒃𝜀
𝑗 (𝑡)

‖
‖
‖‖𝑊 −1,1(𝕋 2)

= 𝑜(1), （4­19）

‖
‖
‖‖

𝑘𝜀𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) − π
2𝑁

∑
𝑗=1

δ𝒃𝜀
𝑗 (𝑡)

‖
‖
‖‖𝑊 −1,1(𝕋 2)

= 𝑜(1), （4­20）

∫𝕋 2
3𝑟0/4(𝒂0)

𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡))d𝒙 ⩽ 𝐶, ‖𝒋(𝑢𝜀)‖𝐿1(𝕋 2) ⩽ 𝐶, （4­21）

𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) ⩾ 2𝑁π ln 1
𝜀 − 𝐶. （4­22）

式（4­22）和式（4­18）意味着

𝑘𝜀‖𝑢𝜀
𝑡 ‖2

𝐿2(𝕋 2) ⩽ 𝐶, （4­23）

‖𝑘𝜀𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) − 𝑘𝜀ℎ𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡))‖𝑊 −1,1(𝕋 2) = 𝑘2
𝜀 ‖|𝑢𝜀

𝑡 (𝒙, 𝑡)|2‖𝑊 −1,1(𝕋 2) ⩽ 𝐶𝑘𝜀. （4­24）

接下来我们估计 |𝒃𝜀
𝑗 (𝑡2) − 𝒃𝜀

𝑗 (𝑡1)|: 可以找到 𝜂 ∈ 𝐶∞
0 (𝐵𝑟0(𝒂0

𝑗 ))满足

𝜂(𝒙) = (𝒙 − 𝒃𝜀
𝑗 (𝑡1)) ⋅

𝒃𝜀
𝑗 (𝑡2) − 𝒃𝜀

𝑗 (𝑡1)
|𝒃𝜀

𝑗 (𝑡2) − 𝒃𝜀
𝑗 (𝑡1)| , 𝒙 ∈ 𝐵3𝑟0/4(𝒂0

𝑗 ), （4­25）

则结合式（4­20）、式（4­24）、式（4­12）、式（4­18）以及式（4­23）,可以得到

|𝒃𝜀
𝑗 (𝑡2) − 𝒃𝜀

𝑗 (𝑡1)| = ∫
𝑡2

𝑡1
∫ 𝑘𝜀𝜂∂𝑡ℎ𝜀d𝒙d𝑡 + 𝑜(1)

= − ∫
𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

𝑘𝜀 ⟨∇𝜂,Re (𝑢𝜀
𝑡 ∇𝑢𝜀)⟩ d𝒙d𝑡 + 𝑜(1)

⩽‖∇𝜂‖𝐿∞(𝕋 2)𝑘𝜀 ∫
𝑡2

𝑡1
‖∇𝑢𝜀‖𝐿2(𝕋 2)‖𝑢𝜀

𝑡 ‖𝐿2(𝕋 2)d𝑡 + 𝑜(1)

⩽𝐶|𝑡2 − 𝑡1| + 𝑜(1). （4­26）

剩下的与引理 2.8 证明第 3 步和第 4 步类似: 可以找到李普希茨的路径 𝒃𝑗 以及

𝑇 > 0使得在 [0, 𝑇 )中 𝒃𝜀
𝑗 (𝑡) → 𝒃𝑗(𝑡). 而且考虑到式（4­19）、式（4­20）以及式（4­3）

,可知式（4­16）成立,而且

𝒃𝑗(0) = 𝒂0
𝑗 . （4­27）
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接下来我们证明 𝒃𝑗 ∈ 𝐶1,1([0, 𝑇 ), 𝕋 2). 定义

𝜁ℎ(𝑡) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0, |𝑡| ⩾ ℎ,
1
ℎ − |𝑡|

ℎ2 , |𝑡| ⩽ ℎ.
（4­28）

对任意向量 𝝂,存在 𝜂 ∈ 𝐶∞
0 (𝐵𝑟0(𝒂0

𝑗 ))满足

𝜂(𝒙) = (𝒙 − 𝒃𝑗(𝑡)) ⋅ 𝝂, 𝒙 ∈ 𝐵3𝑟0/4(𝒂0
𝑗 ). （4­29）

则结合式（4­16）、式（4­24）、式（4­28）、式（4­15）、式（4­21）和式（4­23）,
可以得到

π
ℎ2 (𝒃𝑗(𝑡 − ℎ) − 2𝒃𝑗(𝑡) + 𝒃𝑗(𝑡 + ℎ)) ⋅ 𝝂 = π

ℎ2 (𝜂(𝒃𝑗(𝑡 − ℎ)) − 2𝜂(𝒃𝑗(𝑡)) + 𝜂(𝒃𝑗(𝑡 + ℎ)))

= lim
𝜀→0

1
ℎ2 ∫𝕋 2

𝜂𝑘𝜀(ℎ𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡 − ℎ)) − 2ℎ𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) + ℎ𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡 + ℎ)))d𝒙

= lim
𝜀→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2
𝜂𝑘𝜀∂2

𝑡 ℎ𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑠))d𝒙d𝑠

= lim
𝜀→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2 (⟨Hess (𝜂)∇𝑢𝜀, ∇𝑢𝜀⟩ + ∆𝜂 (
𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2 − 𝑒𝜀(𝑢𝜀))) d𝒙d𝑠

⩽ ‖𝜂‖𝐶2(𝕋 2) lim sup
𝜀→0

𝐶 sup
𝑠∈[𝑡−ℎ,𝑡+ℎ] ∫𝐵𝑟0 \𝐵3𝑟0/4(𝒂0

𝑗 )
ℎ𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑠))d𝒙 ⩽ 𝐶. （4­30）

将 𝝂 = 𝒃𝑗 (𝑡−ℎ)−2𝒃𝑗 (𝑡)+𝒃𝑗 (𝑡+ℎ)
|𝒃𝑗 (𝑡−ℎ)−2𝒃𝑗 (𝑡)+𝒃𝑗 (𝑡+ℎ)| （或者在 𝒃𝑗(𝑡 − ℎ) − 2𝒃𝑗(𝑡) + 𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) = 𝟎时,取 𝝂 为任

意单位向量）代入式（4­30）,可以得到对任意 𝑡 ∈ [0, 𝑇 )与 0 < ℎ << 1,
π
ℎ2 |𝒃𝑗(𝑡 − ℎ) − 2𝒃𝑗(𝑡) + 𝒃𝑗(𝑡 + ℎ)| ⩽ 𝐶, （4­31）

因而 𝒃𝑗 ∈ 𝐶1,1([0, 𝑇 ), 𝕋 2). ∎
利用在引理 4.1中得到的 𝒃 = 𝒃(𝑡) = (𝒃1(𝑡), ⋯ , 𝒃2𝑁 (𝑡))𝑇 ,可以定义

𝑢∗ ∶= 𝑢∗(𝒙, 𝑡) = 𝐻(𝒙; 𝒃(𝑡), 𝒒∗(𝒃(𝑡))), （4­32）

其中 𝒒∗(𝒃(𝑡))连续且满足

𝒒∗(𝒃(0)) = 𝒒0, 𝒒∗(𝒃(𝑡)) ∈ 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒃𝑗(𝑡) + 2πℤ2, （4­33）

而𝐻(𝒙; 𝒃(𝑡), 𝒒∗(𝒃(𝑡)))由式（2­41）定义.
引理 4.2： 假设 𝑢𝜀, 𝒃 由引理 4.1 给出, 则对任意 𝑇1 < 𝑇 以及 𝜌 < 𝑟1 ∶=
min𝑡∈[0,𝑇1] 𝑟(𝒃(𝑡)),

𝒋(𝑢𝜀) ⇀ 𝒋(𝑢∗)于 𝐿1(𝕋 2 × [0, 𝑇1]), 𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| ⇀ 𝒋(𝑢∗)于 𝐿2(𝕋 2

𝜌 (𝒃(𝑡)) × [0, 𝑇1]).（4­34）
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证明 本引理证明本质上和引理 3.4的证明一样,仅有的区别在于证明

∇ ⋅ (𝒋∗ − 𝒋(𝑢∗)) = 0, （4­35）

其中 𝒋∗满足

𝒋(𝑢𝜀) ⇀ 𝒋∗ 于 𝐿1(𝕋 2 × [0, 𝑇1]), 𝒋(𝑢𝜀) = |𝑢𝜀|𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| ⇀ 𝒋∗ 于 𝐿1(𝕋 2

𝜌 (𝒃(𝑡)) × [0, 𝑇1]).
（4­36）

𝒋∗存在性的证明和引理 2.9的证明第 1步一样,在此不再详述.
由式（4­18）与式（1­27）可知

‖|𝑢𝜀|2 − 1‖𝐿2(𝕋 2
𝜌 (𝒃(𝑡))) ⩽ 𝐶𝜀√| ln 𝜀|. （4­37）

对任意 𝜑 ∈ 𝐶∞
0 (𝕋 2 × [0, 𝑇1]),结合式（4­36）、式（4­13）、式（4­37）以及式（4­23）

,可以得到

|∫𝕋 2×[0,𝑇1]
∇𝜑 ⋅ 𝒋∗d𝒙d𝑡| = lim

𝜀→0 |∫𝕋 2×[0,𝑇1]
∇𝜑 ⋅ 𝒋(𝑢𝜀)d𝒙d𝑡|

= lim
𝜀→0 |∫𝕋 2×[0,𝑇1]

𝜑∇ ⋅ 𝒋(𝑢𝜀)d𝒙d𝑡| = lim
𝜀→0 |∫𝕋 2×[0,𝑇1]

𝑘𝜀𝜑 ∂
∂𝑡Im (𝑢𝜀𝑢𝜀

𝑡 )d𝒙d𝑡|

= lim
𝜀→0 |∫𝕋 2×[0,𝑇1]

𝑘𝜀
∂
∂𝑡𝜑Im (𝑢𝜀𝑢𝜀

𝑡 )d𝒙d𝑡| ⩽ lim
𝜀→0

𝐶𝑘𝜀‖𝑢𝜀
𝑡 ‖𝐿2(𝕋 2×[0,𝑇1]) = 0, （4­38）

因而 ∇ ⋅ 𝒋∗ = 0. 则由式（2­55）和式（4­32）可推出

∇ ⋅ (𝒋∗ − 𝒋(𝑢∗)) = 0. （4­39）

然后重复引理 3.4的证明的剩余部分即可完成本引理的证明. ∎

4.1.2 解的能量下界估计

与式（3­51）类似,通过式（4­16）与式（4­34）,重复引理 2.11的证明可知,对
任意 0 ⩽ 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑇 以及 𝜌 < min𝑡∈[𝑡1,𝑡2] 𝑟(𝒃(𝑡)),下式成立:

lim sup
𝜀→0 ∫

𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

𝜌 (𝒃(𝑡)) (
𝑒𝜀(|𝑢𝜀|) + 1

2 |
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)|

2

)
d𝒙d𝑡 ⩽ 𝐶 ∫

𝑡2

𝑡1
𝛴(𝑡)d𝑡, （4­40）

其中

𝛴(𝑡) ∶= lim sup
𝜀→0

(𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) − 𝑊𝜀(𝒃(𝑡); 𝒒∗(𝒃(𝑡)))) . （4­41）

因为式（4­40）左手边恒非负,所以 𝛴(𝑡) ⩾ 0,即

lim sup
𝜀→0

(𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) − 𝑊𝜀(𝒃(𝑡); 𝒒∗(𝒃(𝑡)))) ⩾ 0. （4­42）

记 𝛺𝑡 = ∪2𝑁
𝑗=1𝐵𝜌(𝒃𝑗(𝑡)). 取 |𝑡2 − 𝑡1|充分小使得 𝒂𝑗(𝑠) ∈ 𝛺𝑡对任意 𝑠, 𝑡∈ [𝑡1, 𝑡2]成
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立. 再考虑到式（4­16）,下式成立

𝐽(𝑢𝜀(𝑠)) → π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒃𝑗 (𝑠) 于𝑊 −1,1(𝛺𝑡). （4­43）

结合 𝛺𝑡 ⊂ 𝕋 2、式（4­23）以及式（4­18）可知对任意 𝑠, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2],有

∫𝛺𝑡×[𝑡1,𝑡2]
|𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙d𝑠 ⩽ 𝐶| ln 𝜀|, ∫𝛺𝑡
𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝑠))d𝒙 ⩽ 2𝑁π| ln 𝜀| + 𝐶. （4­44）

则引理 3.5、式（4­43）以及式（4­44）意味着

lim inf
𝜀→0

𝑘𝜀 ∫𝕋 2×[𝑡1,𝑡2]
|𝑢𝜀

𝑡 (𝒙, 𝑠)|2d𝒙d𝑠

⩾ lim inf
𝜀→0

𝑘𝜀 ∫𝛺𝑡×[𝑡1,𝑡2]
|𝑢𝜀

𝑡 (𝒙, 𝑠)|2d𝒙d𝑠 ⩾ π
2𝑁

∑
𝑗=1 ∫

𝑡2

𝑡1
|𝒃̇𝑗(𝑠)|2d𝑠. （4­45）

4.2 约化动力学规律的证明

证明 假设 𝒂是式（4­8）的解,而 𝒃如引理 4.1给出. 定义

𝜁(𝑡) =
2𝑁

∑
𝑗=1

(|𝒃𝑗(𝑡) − 𝒂𝑗(𝑡)| + |𝒃̇𝑗(𝑡) − 𝒂̇𝑗(𝑡)|). （4­46）

与定理 2.1证明类似,可以找到 𝑇∗ < 𝑇 满足

sup
𝑡∈[0,𝑇∗]

𝜁(𝑡) < 𝑟∗ ∶= inf
𝑡∈[0,𝑇∗]

min{𝑟(𝒂(𝑡)), 𝑟(𝒃(𝑡))}. （4­47）

为了简单,本节依然采用记号式（2­138）.
我们首先验证 𝒃̇(0) = 𝟎. 式（4­45）、式（4­14）、式（4­5）、式（4­42）以及式

（4­27）意味着

π
2ℎ ∫

ℎ

0
|𝒃̇(𝑡)|2d𝑡 ⩽ lim inf

𝜀→0
1
ℎ ∫

ℎ

0 ∫𝕋 2

𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙d𝑡

= lim inf
𝜀→0

1
ℎ ∫

ℎ

0 ∫𝕋 2
(ℎ𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) − 𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝑡)))d𝒙d𝑡

⩽ 1
ℎ ∫

ℎ

0
(𝑊𝜀(𝒂0; 𝒒0) − 𝑊𝜀(𝒃(𝑡))) d𝑡 ⩽ 𝐶 1

ℎ ∫
ℎ

0
|𝒂0

𝑗 − 𝒃𝑗(𝑡)|d𝑡 ⩽ 𝐶ℎ. （4­48）

令式（4­48）两端 ℎ → 0,可以得到 𝒃̇(0) = 𝟎. 再考虑到式（4­46）、式（4­10）以及
式（4­27）,就会有

𝜁(0) = 0. （4­49）

对 𝑡 ∈ [0, 𝑇∗],取 𝜁 关于 𝑡的导数. 注意到式（4­8）、式（4­46）以及式（2­59）
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,有

̇𝜁 (𝑡) ⩽
2𝑁

∑
𝑗=1

|𝒃̇𝑗(𝑡) − 𝒂̇𝑗(𝑡)| + |𝒃̈𝑗(𝑡) − 𝒂̈𝑗(𝑡)|

⩽𝜁(𝑡) + 1
π

2𝑁

∑
𝑗=1

|∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡)) + π𝒃̈𝑗(𝑡)| + 1
π

2𝑁

∑
𝑗=1

|∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂(𝑡)) − ∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡))|

⩽1
π

2𝑁

∑
𝑗=1

|𝑨𝑗(𝑡)| + 𝐶𝜁(𝑡), （4­50）

其中

𝑨𝑗(𝑡) = ∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡)) + π𝒃̈𝑗(𝑡). （4­51）

取 𝝂 = 𝑨𝑗(𝑡)/|𝑨𝑗(𝑡)|（或者在𝑨𝑗(𝑡) = 𝟎时取 𝝂为任意单位向量）,将其代入式（4­51）
,可以得到

𝑨𝑗(𝑡) ⋅ 𝝂 = |𝑨𝑗(𝑡)|. （4­52）

存在 𝜂 ∈ 𝐶∞
0 (𝐵𝑟∗(𝒃𝑗(𝑡)))满足

𝜂(𝒙) = (𝒙 − 𝒃𝑗(𝑡)) ⋅ 𝝂, ∇𝜂(𝒙) = 𝝂, 𝒙 ∈ 𝐵3𝑟∗/4(𝒃𝑗(𝑡)). （4­53）

回顾 𝜁ℎ的定义式（4­28）,式（4­30）和式（4­53）意味着

π𝒃̈𝑗(𝑡) ⋅ 𝝂 = lim
ℎ→0

π
ℎ2 (𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) − 2𝒃𝑗(𝑡) + 𝒃𝑗(𝑡 − ℎ)) ⋅ 𝝂

= lim
ℎ→0

lim
𝜀→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2 (⟨Hess (𝜂)∇𝑢𝜀, ∇𝑢𝜀⟩ + ∆𝜂 (
𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2 − 𝑒𝜀(𝑢𝜀))) d𝒙d𝑠.

（4­54）

式（2­68）、式（4­32）和式（4­53）可推导出

𝝂 ⋅ ∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡)) = lim
ℎ→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠)∇𝜂(𝒃𝑗(𝑠)) ⋅ ∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃𝑗(𝑠))d𝑠

= lim
ℎ→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2 (⟨Hess (𝜂)𝒋(𝑢∗), 𝒋(𝑢∗)⟩ − ∆𝜂 1
2|𝒋(𝑢∗)|2

) d𝒙d𝑠. （4­55）

结合式（4­51）、式（4­52）、式（4­54）、式（4­55）以及式（2­13）,可以得到

|𝑨𝑗(𝑡)| = π𝒃̈𝑗(𝑡) ⋅ 𝝂 + 𝝂 ⋅ ∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡))

= lim
ℎ→0

lim
𝜀→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2 (⟨Hess (𝜂)∇𝑢𝜀, ∇𝑢𝜀⟩ + ∆𝜂 (
𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2 − 𝑒𝜀(𝑢𝜀))) d𝒙d𝑠

− lim
ℎ→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2 (⟨Hess (𝜂)𝒋(𝑢∗), 𝒋(𝑢∗)⟩ − ∆𝜂 1
2|𝒋(𝑢∗)|2

) d𝒙d𝑠

= 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3, （4­56）
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其中

𝐼1 = lim
ℎ→0

lim
𝜀→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2
(⟨Hess (𝜂)∇|𝑢𝜀|, ∇|𝑢𝜀|⟩ − ∆𝜂𝑒𝜀(|𝑢𝜀|)) d𝒙d𝑠

+ lim
ℎ→0

lim
𝜀→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2 ⟨Hess (𝜂) (
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)) , (

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗))⟩ d𝒙d𝑠

− lim
ℎ→0

lim
𝜀→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2
∆𝜂 |

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)|

2
d𝒙d𝑠, （4­57）

𝐼2 = lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

1
2 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2
𝑘𝜀∆𝜂|𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙d𝑠, （4­58）

𝐼3 = lim
ℎ→0

lim
𝜀→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2
2 ⟨Hess (𝜂) (

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)) , 𝒋(𝑢∗)⟩ d𝒙d𝑠

− lim
ℎ→0

lim
𝜀→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2
∆𝜂 (

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)) ⋅ 𝒋(𝑢∗)d𝒙d𝑠. （4­59）

式（4­34）可直接推出

𝐼3 = 0. （4­60）

为了估计 𝐼1,结合式（4­14）与式（4­5）,有如下估计

𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) = ∫𝕋 2
ℎ𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡))d𝒙 − ∫𝕋 2

𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙 ⩽ 𝑊𝜀(𝒂0) − ∫𝕋 2

𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙 + 𝑜(1).

（4­61）

取𝑊 (𝒂(𝑡)) + π
2 |𝒂̇(𝑡)|2关于 𝑡的导数并且注意到式（4­8）,可以得到

d
d𝑡 (𝑊 (𝒂(𝑡)) + π

2|𝒂̇(𝑡)|2
) =

2𝑁

∑
𝑗=1

(𝒂̇𝑗(𝑡) ⋅ ∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂(𝑡)) + π𝒂̇𝑗(𝑡) ⋅ 𝒂̈𝑗(𝑡))

=
2𝑁

∑
𝑗=1

(𝒂̇𝑗(𝑡) ⋅ ∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂(𝑡)) − 𝒂̇𝑗(𝑡) ⋅ ∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂(𝑡))) = 0, （4­62）

因而有守恒律:

𝑊 (𝒂(𝑡)) + π
2|𝒂̇(𝑡)|2 ≡ 𝑊 (𝒂(0)) = 𝑊 (𝒂0; 𝒒0). （4­63）

结合式（4­63）、式（1­41）、式（2­59）以及式（4­61）可知

𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) ⩽𝑊𝜀(𝒂(𝑡)) + π
2|𝒂̇(𝑡)|2 − ∫𝕋 2

𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙 + 𝑜(1)

⩽𝑊𝜀(𝒃(𝑡)) + 𝐶𝜁(𝑡) + π
2|𝒂̇(𝑡)|2 − ∫𝕋 2

𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙 + 𝑜(1). （4­64）
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上式与式（4­57）、式（4­53）、式（4­45）以及式（4­40）可推出

𝐼1 ⩽ lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

𝐶 1
ℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡−ℎ ∫𝐵𝑟∗ (𝒃𝑗 (𝑡))\𝐵3𝑟∗/4(𝒃𝑗 (𝑡)) (|
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)|

2
+ 𝑒𝜀(|𝑢𝜀|)

)
d𝒙d𝑠

⩽ lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

𝐶 1
ℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡−ℎ (
π
2|𝒂̇(𝑠)|2 − ∫𝕋 2

𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙 + 𝐶𝜁(𝑠)) d𝑠

⩽ lim
ℎ→0

𝐶 1
ℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡−ℎ (
π
2|𝒂̇(𝑠)|2 − π

2|𝒃̇(𝑠)|2
) d𝑠 + 𝐶𝜁(𝑡) ⩽ 𝐶𝜁(𝑡). （4­65）

接下来我们估计 𝐼2. 结合式（4­14）、式（4­5）、式（4­63）、式（4­42）以及式
（1­41）可知

∫𝐵𝑟∗ (𝒃𝑗 (𝑡))\𝐵3𝑟∗/4(𝒃𝑗 (𝑡))
𝑘𝜀|𝑢𝜀

𝑡 (𝒙, 𝑠)|2d𝒙

⩽ 2(𝐻𝜀(𝑢𝜀(𝑠)) − 𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑠))) −
2𝑁

∑
𝑗=1 ∫𝑅3𝑟∗/4(𝒃𝑗 (𝑡))

𝑘𝜀|𝑢𝜀
𝑡 (𝒙, 𝑠)|2d𝒙

⩽ 2𝑊𝜀(𝒂(𝑠)) + π|𝒂̇(𝑠)|2 − 2𝑊𝜀(𝒃(𝑠)) − π|𝒃̇(𝑠)|2

+ π|𝒃̇(𝑠)|2 −
2𝑁

∑
𝑗=1 ∫𝑅3𝑟∗/4(𝒃𝑗 (𝑡))

𝑘𝜀|𝑢𝜀
𝑡 (𝒙, 𝑠)|2d𝒙 + 𝑜(1)

⩽ 𝐶𝜁(𝑠) + π|𝒃̇(𝑠)|2 −
2𝑁

∑
𝑗=1 ∫𝑅3𝑟∗/4(𝒃𝑗 (𝑡))

𝑘𝜀|𝑢𝜀
𝑡 (𝒙, 𝑠)|2d𝒙 + 𝑜(1). （4­66）

上式与式（4­58）、式（4­53）以及式（4­45）意味着

𝐼2 ⩽ lim sup
ℎ→0

lim sup
𝜀→0

𝐶
ℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡−ℎ ∫𝐵𝑟∗ (𝒃𝑗 (𝑡))\𝐵3𝑟∗/4(𝒃𝑗 (𝑡))
𝑘𝜀|𝑢𝜀

𝑡 (𝒙, 𝑠)|2d𝒙d𝑠

⩽ lim sup
ℎ→0

lim sup
𝜀→0

𝐶
ℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡−ℎ

⎛
⎜
⎜
⎝
𝐶𝜁(𝑠) + π|𝒃̇(𝑠)|2 −

2𝑁

∑
𝑗=1 ∫𝑅3𝑟∗/4(𝒃𝑗 (𝑡))

𝑘𝜀|𝑢𝜀
𝑡 (𝒙, 𝑠)|2d𝒙

⎞
⎟
⎟
⎠

d𝑠

⩽ lim sup
ℎ→0

𝐶
ℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡−ℎ
(𝐶𝜁(𝑠) + π|𝒃̇(𝑠)|2 − π|𝒃̇(𝑠)|2)d𝑠 ⩽ 𝐶𝜁(𝑡). （4­67）

将式（4­56）、式（4­65）、式（4­67）以及式（4­60）代入式（4­50）,可以得到

̇𝜁 (𝑡) ⩽ 𝐶𝜁(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇∗]. （4­68）

上式与式（4­49）结合可得

𝜁(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇∗]. （4­69）

结合式（4­46）与式（4­69）,就会有 𝒂(𝑡) = 𝒃(𝑡). 再考虑到式（4­16）以及 𝒂满足
式（4­8）,就完成了证明. ∎
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4.3 量化涡旋偶极子的数值计算

动量 𝑸(𝑢𝜀
0)对式（4­1）的量化涡旋的运动有很大的影响. 在本节中,利用定理

4.1,我们可以研究动量对式（4­1）量化涡旋动力学在 0 < 𝜀 << 1时的影响. 我们
采用的方法为数值求解式（4­8）,并取初值式（4­10）满足 𝕁𝒒0 = lim𝜀→0 𝑸(𝑢𝜀

0).
我们专注于量化涡旋偶极子（dipole）,也就是 𝑁 = 1的情况. 我们利用四阶

龙格­库塔方法对式（4­8）求解,并且取时间步长为 ∆𝑡 = 5 × 10−6. 结果如图 4.1和
图 4.2所示.

0 0.5 1
0

0.5

1

+ #

a
1

a
2

(a)解的轨迹
0 0.5 1

0

0.5

1

+ #

a
1

a
2

(b)解的轨迹

图 4.1 式（4­8）解的轨迹, 𝑁 = 1 且初值式（4­10）取为: (a) 𝒂0
1 = (0.3, 0)𝑇 , 𝒂0

2 =
(0.7, 0)𝑇 , 𝒒0 = 2π(𝒂0

1 − 𝒂0
2), (b) 𝒂0

1 = (0.3, 0)𝑇 , 𝒂0
2 = (0.7, 0)𝑇 , 𝒒0 = 2π(𝒂0

1 − 𝒂0
2 + (1, 0)𝑇 ). 在本图

与剩余的图中, +和 ×分别表示环绕数为 +1和 −1的量化涡旋
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(c) 𝒂1, 𝒂2
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(d) 𝒂1, 𝒂2

图 4.2 式（4­8）解的路径以及 𝒂1 = (𝑥1, 𝑦1)𝑇 , 𝒂2 = (𝑥2, 𝑦2)𝑇 的值. 其中 𝑁 = 1 而且
初值式（4­10）分别为: (a)(c) 𝒂0

1 = (0.48, 0)𝑇 , 𝒂0
2 = (0.52, 0)𝑇 , 𝒒0 = 2π(𝒂0

1 − 𝒂0
2) , (b)(d)

𝒂0
1 = (0.48, 0)𝑇 , 𝒂0

2 = (0.52, 0)𝑇 , 𝒒0 = 2π(𝒂0
1 − 𝒂0

2 + (0, 2)𝑇 )
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第 5章 带波算子的非线性薛定谔方程量化涡旋的约化动力

学规律

本章研究带波算子的非线性薛定谔方程（简记为 NLSW）

− i∂𝑡𝑢𝜀 + 𝜇𝑘𝜀∂2
𝑡 𝑢𝜀 − ∆𝑢𝜀 + 1

𝜀2 (|𝑢𝜀|2 − 1)𝑢𝜀 = 0, 𝒙 ∈ 𝕋 2, 𝑡 > 0 （5­1）

的量化涡旋动力学规律,其初值为

𝑢𝜀(𝒙, 0) = 𝑢𝜀
0(𝒙), ∂𝑡𝑢𝜀(𝒙, 0) = 𝑢𝜀

1(𝒙), 𝒙 ∈ 𝕋 2. （5­2）

此外,动量𝑸、流量 𝒋由式（1­28）定义,能量 𝐸𝜀、能量密度 𝑒𝜀由式（1­27）定义,
重整化能量𝑊、带参数 𝜀的重整化能量𝑊𝜀、雅可比行列式 𝐽 以及 (𝕋 2)2𝑁

∗ 等分别

由式（1­35）、式（1­41）、式（1­42）、式（1­40）等定义,而在第 2.1节有 𝑟(𝒂)、规
范调和映射等的定义,在此不再赘述.
我们将主要结论,即定理 1.4,复述如下:

定理 5.1 (NLSW 的约化动力学规律)： 假设存在 𝒂0 ∶= (𝒂0
1, 𝒂0

2, ⋯ , 𝒂0
2𝑁 ) ∈ (𝕋 2)2𝑁

∗

与 𝒒0 ∈ 2π ∑2𝑁
𝑗=1 𝑑𝑗𝒂0

𝑗 + 2πℤ2使得初值式（5­2）中 𝑢𝜀
0, 𝑢𝜀

1满足

𝐽(𝑢𝜀
0) → π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂0
𝑗
, 于𝑊 −1,1(𝕋 2) ∶= [𝐶1(𝕋 2)]′, （5­3）

lim
𝜀→0

𝑸(𝑢𝜀
0) = 𝑸0 = 𝕁𝒒0, （5­4）

lim sup
𝜀→0

[𝐸𝜀(𝑢𝜀
0) − 𝑊𝜀(𝒂0; 𝒒0)] = 0. （5­5）

以及

𝑘𝜀 ∫𝕋 2
|𝑢𝜀

1|d𝒙 → 0. （5­6）

则可以找到 𝑇 > 0以及 2𝑁 个𝐶1,1­路径 𝒂𝑗 ∶ [0, 𝑇 ) → 𝕋 2使得初值为式（5­2）的方
程式（5­1）的解 𝑢𝜀满足

𝐽(𝑢𝜀(𝑡)) 𝜀→0+
⟶ π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂𝑗 (𝑡)于𝑊 −1,1(𝕋 2), （5­7）

而且 𝒂𝑗(𝑡) (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 2𝑁)满足如下约化动力学规律（以下方程简记为 NLSWRDL）:

𝜇𝒂̈𝑗 + 𝑑𝑗𝕁𝒂̇𝑗 = −1
π∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂; 𝒒∗(𝒂)), 𝑡 > 0, （5­8）
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其中 𝒒∗(𝒂) = 𝒒∗(𝒂(𝑡))满足

𝐽(𝑢𝜀(𝑡)) 𝜀→0+
⟶ π

2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒂𝑗 (𝑡)于𝑊 −1,1(𝕋 2), （5­9）

而且方程式（5­8）初值由

𝒂𝑗(0) = 𝒂0
𝑗 , 𝒂̇𝑗(0) = 𝟎, 𝒒∗(𝒂(0)) = 𝒒0 （5­10）

给出.
定理 5.1证明基于本人的相关文章 [90] .

5.1 量化涡旋的存在性

在本节,我们列举出与式（5­1）有关的一些等式.
定义哈密顿量（Hamiltonian）ℎ𝜀

𝜇(𝑢𝜀) [55]为:

ℎ𝜀
𝜇(𝑢𝜀) ∶= 𝜇𝑘𝜀

2 |𝑢𝜀
𝑡 |2 + 𝑒𝜀(𝑢𝜀). （5­11）

则与 4.1中式（4­12）­式（4­15）类似,对方程式（5­1）的任意解 𝑢𝜀,下面的式子
成立:

∂
∂𝑡ℎ𝜀

𝜇(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) = ∇ ⋅ (Re (𝑢𝜀
𝑡 ∇𝑢𝜀)), （5­12）

∇ ⋅ 𝒋(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) = 𝜇𝑘𝜀∂𝑡Im (𝑢𝜀𝑢𝜀
𝑡 ) − 1

2∂𝑡|𝑢𝜀|2, （5­13）

𝐻𝜀
𝜇(𝑢𝜀(𝑡)) ∶= ∫𝕋 2

𝜇𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 (𝒙, 𝑡)|2d𝒙 + 𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) ≡ ∫𝕋 2

𝜇𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

1|2d𝒙 + 𝐸𝜀(𝑢𝜀
0). （5­14）

对任意 𝜑 ∈ 𝐶∞(𝕋 2),有

− ∫𝕋 2
𝜇𝑘𝜀∂𝑡 ⟨𝕁∇𝑢𝜀, 𝑢𝜀

𝑡 ∇𝜑⟩ d𝒙 − ∫𝕋 2

∂
∂𝑡𝐽 (𝑢𝜀)𝜑d𝒙 = ∫𝕋 2

⟨Hess (𝜑)∇𝑢𝜀, 𝕁∇𝑢𝜀⟩ d𝒙.
（5­15）

5.1.1 雅可比行列式的收敛性

引理 5.1： 如果初值式（5­1）中 𝑢𝜀
0 满足式（5­3）与式（5­5）,那么存在 𝐶1,1­路

径 𝒃𝑗 ∶ [0, 𝑇 ) → 𝕋 2满足

𝐽(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) → π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒃𝑗 (𝑡), 𝑘𝜀𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) → π
2𝑁

∑
𝑗=1

δ𝒃𝑗 (𝑡). （5­16）

证明 首先记

𝑟0 = 𝑟(𝒂0) = 1
4 min

𝑗≠𝑘
|𝒂0

𝑗 − 𝒂0
𝑘| > 0. （5­17）
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式（5­5）与式（5­14）意味着存在常数 𝐶 > 0使得对任意充分小的 𝜀 > 0,

𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) ⩽ 𝐻𝜀
𝜇(𝑢𝜀(𝑡)) ⩽ 2𝑁π ln(

1
𝜀) + 𝐶. （5­18）

与引理 2.8证明的第 1步类似,引理 2.3、式（5­3）与式（5­18）意味着存在 𝑇 𝜀, 𝜀0

使得任意 0 < 𝑡 < 𝑇 𝜀, 𝜀 < 𝜀0,存在 𝒃𝜀
𝑗 (𝑡) ∈ 𝐵𝑟0/2(𝒂0

𝑗 ), 𝑗 = 1, ⋯ , 2𝑁 ,使得

‖
‖
‖‖

𝐽(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) − π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗δ𝒃𝜀
𝑗 (𝑡)

‖
‖
‖‖𝑊 −1,1

= 𝑜(1),

‖
‖
‖‖

𝑘𝜀𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) − π
2𝑁

∑
𝑗=1

δ𝒃𝜀
𝑗 (𝑡)

‖
‖
‖‖𝑊 −1,1

= 𝑜(1),

（5­19）

∫𝕋 2
3𝑟0/4(𝒂0)

𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡))d𝒙 ⩽ 𝐶, ‖𝒋(𝑢𝜀)‖𝐿1(𝕋 2) ⩽ 𝐶, （5­20）

𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) ⩾ 2𝑁π ln 1
𝜀 − 𝐶. （5­21）

式（5­21）和式（5­18）意味着

𝑘𝜀‖𝑢𝜀
𝑡 ‖2

𝐿2(𝕋 2) ⩽ 𝐶 （5­22）

以及

‖𝑘𝜀𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡)) − 𝑘𝜀ℎ𝜀
𝜇(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡))‖𝑊 −1,1 = 𝜇𝑘2

𝜀
2 ‖|𝑢𝜀

𝑡 (𝒙, 𝑡)|2‖𝑊 −1,1 ⩽ 𝐶𝑘𝜀. （5­23）

接下来估计 |𝒃𝜀
𝑗 (𝑡2) − 𝒃𝜀

𝑗 (𝑡1)|: 可以找到 𝜂 ∈ 𝐶∞
0 (𝐵𝑟0(𝒂0

𝑗 ))满足

𝜂(𝒙) = (𝒙 − 𝒃𝜀
𝑗 (𝑡1)) ⋅

𝒃𝜀
𝑗 (𝑡2) − 𝒃𝜀

𝑗 (𝑡1)
|𝒃𝜀

𝑗 (𝑡2) − 𝒃𝜀
𝑗 (𝑡1)| , 𝒙 ∈ 𝐵3𝑟0/4(𝒂0

𝑗 ). （5­24）

结合式（5­19）、式（5­23）、式（5­12）、式（5­18）以及式（5­22）,有

|𝒃𝜀
𝑗 (𝑡2) − 𝒃𝜀

𝑗 (𝑡1)| =𝜂(𝒃𝜀
𝑗 (𝑡2)) − 𝜂(𝒃𝜀

𝑗 (𝑡1))

= ∫𝕋 2
𝑘𝜀𝜂(𝒙)(ℎ𝜀

𝜇(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡2)) − ℎ𝜀
𝜇(𝑢𝜀(𝒙, 𝑡1)))d𝒙 + 𝑜(1)

= ∫
𝑡2

𝑡1
∫ 𝑘𝜀𝜂∂𝑡ℎ𝜀

𝜇d𝒙d𝑡 + 𝑜(1)

= − ∫
𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

𝑘𝜀 ⟨∇𝜂,Re (𝑢𝜀
𝑡 ∇𝑢𝜀)⟩ d𝒙d𝑡 + 𝑜(1)

⩽‖∇𝜂‖𝐿∞(𝕋 2)𝑘𝜀 ∫
𝑡2

𝑡1
‖∇𝑢𝜀‖𝐿2(𝕋 2)‖𝑢𝜀

𝑡 ‖𝐿2(𝕋 2)d𝑡 + 𝑜(1)

⩽𝐶|𝑡2 − 𝑡1| + 𝑜(1). （5­25）

接下来重复引理 2.8证明第 3步和第 4步可以知道: 存在李普希茨的路径 𝒃𝑗 以及
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𝑇 > 0使得在 [0, 𝑇0]中 𝒃𝜀
𝑗 (𝑡)一致收敛到 𝒃𝑗(𝑡),其与式（5­19）意味着式（5­16）. 特

别地,式（5­3）和式（5­16）意味着

𝒃𝑗(0) = 𝒂0
𝑗 . （5­26）

接下来证明 𝒃𝑗 ∈ 𝐶1,1([0, 𝑇0], 𝕋 2).
对任意 𝝂 ∈ ℝ2, 0 < ℎ << 1以及 𝑡 ∈ [0, 𝑇0],存在 𝜑1, 𝜑2 ∈ 𝐶∞

0 (𝐵𝑟0(𝒂0
𝑗 )满足

𝜑1 = (𝒙 − 𝒃𝑗(𝑡)) ⋅ 𝝂, 𝜑2 = (𝒙 − 𝒃𝑗(𝑡)) ⋅ 𝝂⟂, 𝒙 ∈ 𝐵3𝑟0/4(𝒂0
𝑗 ). （5­27）

则

∇𝕁𝜑1 + ∇𝜑2 = 𝟎 于 𝐵3𝑟0/4(𝒂0
𝑗 ). （5­28）

式（5­15）意味着

− ∫ℝ
𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2

𝜇𝑘𝜀∂𝑡 ⟨𝑢𝜀
𝑡 ∇𝜑1, 𝕁∇𝑢𝜀⟩ d𝒙d𝑠 − ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2
∂𝑡𝐽(𝑢𝜀)𝜑1d𝒙d𝑠

= ∫ℝ
𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2

⟨Hess (𝜑1)∇𝑢𝜀, 𝕁∇𝑢𝜀⟩ d𝒙d𝑠, （5­29）

其中 𝜁ℎ定义为式（4­28）.
利用式（5­28）、式（5­12）、式（5­20）、式（5­16）、式（5­22）以及式（5­23）

,式（5­29）左手边第一项可作如下估计:

− ∫ℝ
𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2

𝑘𝜀∂𝑡 ⟨𝑢𝜀
𝑡 ∇𝜑1, 𝕁∇𝑢𝜀⟩ d𝒙d𝑠

= − ∫ℝ
𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2

𝑘𝜀∂𝑡 ⟨𝑢𝜀
𝑡 ∇𝜑2, ∇𝑢𝜀⟩ d𝒙d𝑠

+ ∫ℝ
𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2

𝑘𝜀∂𝑡 ⟨𝑢𝜀
𝑡 (𝕁∇𝜑1 + ∇𝜑2), ∇𝑢𝜀⟩ d𝒙d𝑠

= ∫ℝ
𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2

𝑘𝜀∂𝑡(∇ ⋅ (Re (𝑢𝜀
𝑡 ∇𝑢𝜀)))𝜑2d𝒙d𝑠

+ 𝑂 (
1
ℎ𝑘𝜀‖𝑢𝜀

𝑡 ‖𝐿2(𝕋 2×[𝑡−ℎ,𝑡+ℎ])‖∇𝑢𝜀‖𝐿2(𝕋 2
𝑟0 (𝒂0)×[𝑡−ℎ,𝑡+ℎ]))

= ∫ℝ
𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2

∂2
𝑡 (𝑘𝜀ℎ𝜀

𝜇(𝑢𝜀(𝑠)))𝜑2d𝒙d𝑠 + 𝑂(√𝑘𝜀)

= ∫𝕋 2
𝑘𝜀

1
ℎ2 (ℎ𝜀

𝜇(𝑢𝜀(𝑡 + ℎ)) − 2ℎ𝜀
𝜇(𝑢𝜀(𝑡)) + ℎ𝜀

𝜇(𝑢𝜀(𝑡 − ℎ))) 𝜑2d𝒙 + 𝑜(1)

= π
𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) − 2𝒃𝑗(𝑡) + 𝒃𝑗(𝑡 − ℎ)

ℎ2 ⋅ 𝝂⟂ + 𝑜(1). （5­30）

关于 𝑠分部积分并且利用式（5­19）,可以知道式（5­29）左手边第二项等于

∫ℝ
(𝜁ℎ)′(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2

𝐽(𝑢𝜀(𝑠))𝜑1d𝒙d𝑠 = 1
ℎ2 ∫

𝑡+ℎ

𝑡 ∫𝕋 2
(𝐽 (𝑢𝜀(𝑠)) − 𝐽(𝑢𝜀(𝑠 − ℎ)))𝜑1d𝒙d𝑠
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=
𝑑𝑗π
ℎ2 ∫

𝑡+ℎ

𝑡
(𝒃𝑗(𝑠) − 𝒃𝑗(𝑠 − ℎ)) ⋅ 𝝂d𝑠 + 𝑜(1) ⩽ 𝐶‖𝒃‖𝐶1[𝑡−ℎ,𝑡+ℎ] + 𝑜(1). （5­31）

式（5­20）意味着式（5­29）右手边小于

𝐶 ∫ℝ
𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠)‖𝜑1‖𝐶2(𝕋 2)‖∇𝑢𝜀‖2

𝕋 2
3𝑟0/4(𝒂0)

d𝑠 ⩽ 𝐶. （5­32）

取

𝝂⟂ = −𝕁𝝂 =
𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) − 2𝒃𝑗(𝑡) + 𝒃𝑗(𝑡 − ℎ)

|𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) − 2𝒃𝑗(𝑡) + 𝒃𝑗(𝑡 − ℎ)| , （5­33）

并将式（5­30）、式（5­31）和式（5­32）代入式（5­29）,可以得到

𝜇π
|𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) − 2𝒃𝑗(𝑡) + 𝒃𝑗(𝑡 − ℎ)|

ℎ2 ⩽ 𝐶‖𝒃‖𝐶1[𝑡−ℎ,𝑡+ℎ] + 𝐶 + 𝑜(1). （5­34）

由上式可直接推出 𝒃 ∈ 𝐶1,1([0, 𝑇 ]). ∎

5.1.2 流量的收敛性

利用引理 5.1中得到的 𝒃 = 𝒃(𝑡) = (𝒃1(𝑡), ⋯ , 𝒃2𝑁 (𝑡)),定义

𝑢∗ ∶= 𝑢∗(𝒙, 𝑡) = 𝐻(𝒙; 𝒃(𝑡), 𝒒∗(𝒃(𝑡))), （5­35）

其中 𝒒∗(𝒃(𝑡))连续且满足

𝒒∗(𝒃(0)) = 𝒒0, 𝒒∗(𝒃(𝑡)) ∈ 2π
2𝑁

∑
𝑗=1

𝑑𝑗𝒃𝑗(𝑡) + 2πℤ2. （5­36）

引理 5.2： 假设 𝑢𝜀, 𝒃如引理 5.1中所给. 则对任意 𝑇1 < 𝑇 , 𝜌 = min𝑡∈[0,𝑇1] 𝑟(𝒃(𝑡)),下
式成立:

𝒋(𝑢𝜀) ⇀ 𝒋(𝑢∗)于 𝐿1(𝕋 2 × [0, 𝑇1]), 𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| ⇀ 𝒋(𝑢∗)于 𝐿2(𝕋 2

𝜌 (𝒃(𝑡)) × [0, 𝑇1]).（5­37）

证明 本引理证明本质上和引理 3.4的证明一样,仅有的区别在于证明

∇ ⋅ (𝒋∗ − 𝒋(𝑢∗)) = 0, （5­38）

其中 𝒋∗满足

𝒋(𝑢𝜀) ⇀ 𝒋∗ 于 𝐿1(𝕋 2 × [0, 𝑇1]), 𝒋(𝑢𝜀) = |𝑢𝜀|𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| ⇀ 𝒋∗ 于 𝐿1(𝕋 2

𝜌 (𝒃(𝑡)) × [0, 𝑇1]).
（5­39）

𝒋∗存在性的证明和引理 2.9的证明第 1步一样,在此不再详述.
引理 2.3、式（5­18）、式（5­16）以及式（1­27）可推导出

∫
𝑇1

0 ‖
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| ‖

2

𝐿2(𝕋 2
𝜌 (𝒃(𝑡)))

d𝑡 ⩽ ∫
𝑇1

0 ∫𝕋 2
𝜌 (𝒃(𝑡))

𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝑡))d𝒙d𝑡 ⩽ 𝐶𝑇1, （5­40）
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‖|𝑢𝜀|2 − 1‖𝐿2(𝕋 2) ⩽ 𝐶𝜀√| ln 𝜀|. （5­41）

对任意 𝜑 ∈ 𝐶∞
0 (𝕋 2 × [0, 𝑇 ]),式（5­39）、式（5­13）、式（5­22）以及式（5­41）

可推导出

|∫𝕋 2×[0,𝑇 ]
∇𝜑 ⋅ 𝒋∗d𝒙d𝑡| = lim

𝜀→0 |∫𝕋 2×[0,𝑇 ]
∇𝜑 ⋅ 𝒋(𝑢𝜀)d𝒙d𝑡|

= lim
𝜀→0 |∫𝕋 2×[0,𝑇 ]

𝜑∇ ⋅ 𝒋(𝑢𝜀)d𝒙d𝑡|

= lim
𝜀→0 |∫𝕋 2×[0,𝑇 ]

𝜑 ∂
∂𝑡 [𝜇𝑘𝜀Im (𝑢𝜀𝑢𝜀

𝑡 ) − 1
2(|𝑢𝜀|2 − 1)] d𝒙d𝑡|

= lim
𝜀→0 |∫𝕋 2×[0,𝑇 ]

∂
∂𝑡𝜑 [𝜇𝑘𝜀Im (𝑢𝜀𝑢𝜀

𝑡 ) − 1
2(|𝑢𝜀|2 − 1)] d𝒙d𝑡|

⩽ lim
𝜀→0

𝐶(𝑘𝜀‖𝑢𝜀
𝑡 ‖𝐿2(𝕋 2×[0,𝑇 ]) + ‖|𝑢𝜀|2 − 1‖𝐿2(𝕋 2×[0,𝑇 ])) = 0,

（5­42）

因而 ∇ ⋅ 𝒋∗ = 0. 接下来利用式（2­55）和式（5­35）,就会有

∇ ⋅ (𝒋∗ − 𝒋(𝑢∗)) = 0. （5­43）

类似地,可以证明 ∇ ⋅ (𝕁(𝒋∗ − 𝒋(𝑢∗))) = 0. 然后重复引理 3.4的证明的剩余部分即可
完成本引理的证明. ∎

5.1.3 解的能量下界估计

与引理 2.11类似,式（5­16）和式（5­37）意味着对任意 0 ⩽ 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑇 以及
𝜌 < min𝑡∈[𝑡1,𝑡2] 𝑟(𝒃(𝑡)),

0 ⩽ lim sup
𝜀→0 ∫

𝑡2

𝑡1
∫𝕋 2

𝜌 (𝒃(𝑡)) (
𝑒𝜀(|𝑢𝜀|) + 1

2 |
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)|

2

)
d𝒙d𝑡 ⩽ 𝐶 ∫

𝑡2

𝑡1
𝛴(𝑡)d𝑡,（5­44）

其中

𝛴(𝑡) ∶= lim sup
𝜀→0

(𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) − 𝑊𝜀(𝒃(𝑡); 𝒒∗(𝒃(𝑡)))) . （5­45）

式（5­44）可直接推出

lim sup
𝜀→0

(𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) − 𝑊𝜀(𝒃(𝑡); 𝒒∗(𝒃(𝑡)))) ⩾ 0. （5­46）

引理 3.5、式（5­16）、式（5­22）以及式（5­18）意味着

lim inf
𝜀→0

𝑘𝜀 ∫𝕋 2×[𝑡1,𝑡2]
|𝑢𝜀

𝑡 (𝒙, 𝑠)|2d𝒙d𝑠 ⩾ π
2𝑁

∑
𝑗=1 ∫

𝑡2

𝑡1
|𝒃̇𝑗(𝑠)|2d𝑠. （5­47）
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5.2 约化动力学规律的证明

证明 设 𝒂是式（5­8）的解,而且 𝒃由引理 5.1给出. 定义

𝜁(𝑡) =
2𝑁

∑
𝑗=1

(|𝒃𝑗(𝑡) − 𝒂𝑗(𝑡)| + 𝜇|𝒃̇𝑗(𝑡) − 𝒂̇𝑗(𝑡)|) . （5­48）

可以找到 𝑇∗ < 𝑇 使得

sup
𝑡∈[0,𝑇∗]

𝜁(𝑡) < 𝑟∗ ∶= inf
𝑡∈[0,𝑇∗]

min{𝑟(𝒂(𝑡)), 𝑟(𝒃(𝑡))}. （5­49）

为了简单,本节依然采用记号式（2­138）.
我们首先验证 𝒃̇(0) = 𝟎. 式（5­47）、式（5­14）、式（5­5）、式（5­46）和式

（5­26）意味着

π
2ℎ ∫

ℎ

0
|𝒃̇(𝑡)|2d𝑡 ⩽ lim inf

𝜀→0
1
ℎ ∫

ℎ

0 ∫𝕋 2

𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙d𝑡

= lim inf
𝜀→0

1
𝜇ℎ ∫

ℎ

0 ∫𝕋 2
(ℎ𝜀(𝑢𝜀(𝑡)) − 𝑒𝜀(𝑢𝜀(𝑡)))d𝒙d𝑡

⩽ 1
𝜇ℎ ∫

ℎ

0
(𝑊𝜀(𝒂0; 𝒒0) − 𝑊𝜀(𝒃(𝑡))) d𝑡 ⩽ 𝐶 1

𝜇ℎ ∫
ℎ

0
|𝒂0

𝑗 − 𝒃𝑗(𝑡)|d𝑡 ⩽ 𝐶ℎ.

（5­50）

在上式中令 ℎ → 0,就得到了 𝒃̇(0) = 𝟎. 再考虑到式（5­48）、式（5­10）和式（5­26）
,可以得到

𝜁(0) = 0. （5­51）

对任意 𝑡 < 𝑇∗,

̇𝜁 (𝑡) ⩽𝐶
2𝑁

∑
𝑗=1

|𝒃̇𝑗(𝑡) − 𝒂̇𝑗(𝑡)| +
2𝑁

∑
𝑗=1

|𝜇𝒃̈𝑗(𝑡) + 𝕁𝒃̇𝑗(𝑡) − 𝜇𝒂̈𝑗(𝑡) − 𝕁𝒂̇𝑗(𝑡)|

⩽𝐶𝜁 + 1
π

2𝑁

∑
𝑗=1

|∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡)) + 𝜇π𝒃̈𝑗(𝑡) + π𝕁𝒃̇𝑗(𝑡)|

+ 1
π

2𝑁

∑
𝑗=1

|∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂(𝑡)) − ∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡))|

⩽𝐶𝜁 + 1
π|𝑨𝑗(𝑡)|, （5­52）

其中

𝑨𝑗(𝑡) = ∇𝒃𝑗 𝑊 (𝒃(𝑡)) + 𝜇π𝒃̈𝑗(𝑡) + π𝕁𝒃̇𝑗(𝑡). （5­53）

72



第 5章 带波算子的非线性薛定谔方程量化涡旋的约化动力学规律

存在 𝜑1, 𝜑2 ∈ 𝐶∞
0 (𝐵𝑟∗(𝒃𝑗(𝑡)))满足

𝜑1 = (𝒙 − 𝒃𝑗(𝑡)) ⋅ 𝝂, 𝜑2 = (𝒙 − 𝒃𝑗(𝑡)) ⋅ 𝝂⟂, 𝒙 ∈ 𝐵3𝑟∗/4(𝒃𝑗(𝑡)), （5­54）

其中

𝝂⟂ = −𝕁𝝂 =
𝑨𝑗

|𝑨𝑗| . （5­55）

结合式（5­30）、式（5­31）以及式（4­28）,可得

𝜇π
𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) − 2𝒃𝑗(𝑡) − 𝒃𝑗(𝑡 − ℎ)

ℎ2 ⋅ 𝝂⟂ −
𝑑𝑗π
ℎ2 ∫

𝑡+ℎ

𝑡
(𝒃𝑗(𝑠) − 𝒃𝑗(𝑠 − ℎ)) ⋅ 𝝂d𝑠 + 𝑜(1)

= − ∫ℝ
𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2

𝜇𝑘𝜀∂𝑡 ⟨𝑢𝜀
𝑡 ∇𝜑1, 𝕁∇𝑢𝜀⟩ d𝒙d𝑠 − ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2
∂𝑡𝐽(𝑢𝜀)𝜑1d𝒙d𝑠.

（5­56）

通过式（2­13）、式（5­55）、式（5­56）、式（5­15）、式（2­67）以及式（5­35）可知

|𝑨𝑗(𝑡)| =𝑨𝑗(𝑡) ⋅ 𝝂⟂

= lim
ℎ→0 [𝜇π

𝒃𝑗(𝑡 + ℎ) − 2𝒃𝑗(𝑡) + 𝒃𝑗(𝑡 − ℎ)
ℎ2 ⋅ 𝝂⟂

−
𝑑𝑗π
ℎ2 ∫

𝑡+ℎ

𝑡
(𝒃𝑗(𝑠) − 𝒃𝑗(𝑠 − ℎ)) ⋅ 𝝂d𝑠

− ∫ℝ
𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2

⟨Hess (𝜑1)𝒋(𝑢∗), 𝕁𝒋(𝑢∗)⟩ d𝒙d𝑠]

= lim
ℎ→0

lim
𝜀→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2
(⟨Hess (𝜑1)∇𝑢𝜀, 𝕁∇𝑢𝜀⟩

− ⟨Hess (𝜑1)𝒋(𝑢∗), 𝕁𝒋(𝑢∗)⟩)d𝒙d𝑠

=𝐼1 + 𝐼2, （5­57）

其中

𝐼1 = lim
ℎ→0

lim
𝜀→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2
⟨Hess (𝜑1)∇|𝑢𝜀|, ∇|𝑢𝜀|⟩ d𝒙d𝑠

+ lim
ℎ→0

lim
𝜀→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2 ⟨Hess (𝜑1) (
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)) ,

Hess (𝜑1) (
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗))𝕁 (

𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗))⟩ d𝒙d𝑠,

𝐼2 = lim
ℎ→0

lim
𝜀→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2 ⟨Hess (𝜑1) (
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)) , 𝕁𝒋(𝑢∗)⟩ d𝒙d𝑠

+ lim
ℎ→0

lim
𝜀→0 ∫ℝ

𝜁ℎ(𝑡 − 𝑠) ∫𝕋 2 ⟨Hess (𝜑1)𝒋(𝑢∗), 𝕁 (
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗))⟩ d𝒙d𝑠.（5­58）
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式（5­37）直接推出

𝐼2 = 0. （5­59）

取𝑊 (𝒂(𝑠)) + 𝜇π
2 |𝒂̇(𝑠)|2关于 𝑠的导数并且注意到式（5­8）,可得

d
d𝑡 (𝑊 (𝒂(𝑠)) + 𝜇π

2 |𝒂̇(𝑠)|2
) =

2𝑁

∑
𝑗=1

(𝒂̇𝑗(𝑠) ⋅ ∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂(𝑠)) + 𝜇π𝒂̇𝑗(𝑠) ⋅ 𝒂̈𝑗(𝑠)) （5­60）

=
2𝑁

∑
𝑗=1

(𝒂̇𝑗(𝑠) ⋅ ∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂(𝑠)) − 𝒂̇𝑗(𝑠) ⋅ ∇𝒂𝑗 𝑊 (𝒂(𝑠)) − π𝑑𝑗𝒂̇𝑗(𝑠) ⋅ (𝕁𝒂̇𝑗(𝑠))) = 0,

（5­61）

其意味着对任意 𝑠 > 0,

𝑊 (𝒂(𝑠)) + 𝜇π
2 |𝒂̇(𝑠)|2 ≡ 𝑊 (𝒂(0)). （5­62）

接下来,结合式（5­14）、式（5­5）、式（1­41）、式（2­59）以及式（5­62）,有

𝐸𝜀(𝑢𝜀(𝑠)) =𝐻𝜀
𝜇(𝑢𝜀(𝑠)) − ∫𝕋 2

𝜇𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙 = 𝐸𝜀(𝑢𝜀
0) + 𝜇𝑘𝜀

2 ∫𝕋 2
|𝑢𝜀

1|2d𝒙 − ∫𝕋 2

𝜇𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙

⩽𝑊𝜀(𝒂0) − ∫𝕋 2

𝜇𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙 + 𝑜(1)

=𝑊𝜀(𝒂(𝑠)) + 𝜇π
2 |𝒂̇(𝑠)|2 − ∫𝕋 2

𝜇𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙 + 𝑜(1)

⩽𝑊𝜀(𝒃(𝑠)) + 𝐶𝜁(𝑠) + 𝜇π
2 |𝒃̇(𝑠)|2 − ∫𝕋 2

𝜇𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 |2d𝒙 + 𝑜(1). （5­63）

结合式（5­63）、式（5­44）以及式（5­47）,可以得到

𝐼1 ⩽ lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

𝐶
ℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡−ℎ ∫𝕋 2
3𝑟∗/4(𝒃(𝑡)) (

𝑒𝜀(|𝑢𝜀|) + |
𝒋(𝑢𝜀)
|𝑢𝜀| − 𝒋(𝑢∗)|

2

)
d𝒙d𝑠

⩽ lim
ℎ→0

lim
𝜀→0

𝐶
ℎ ∫

𝑡+ℎ

𝑡−ℎ (𝜁(𝑠) + 𝜇π
2 |𝒃̇(𝑠)|2 − ∫𝕋 2

𝜇𝑘𝜀
2 |𝑢𝜀

𝑡 (𝑠)|2d𝒙) d𝑠 ⩽ 𝐶𝜁(𝑡). （5­64）

将式（5­64）、式（5­59）以及式（5­57）代入式（5­52）就得到了

̇𝜁 (𝑡) ⩽ 𝐶𝜁(𝑡). （5­65）

又因为 𝜁(0) = 0,所以 𝜁(𝑡) = 0对任意 𝑡 ∈ [0, 𝑇∗]成立,也就是说 𝒂(𝑡) = 𝒃(𝑡). 因此我
们完成了证明. ∎

5.3 数值结果

在 𝜇 → 0时, NLSW式（5­1）到 NLS式（2­1）的收敛性已经得到了数值的
和解析的研究 [78­79,82,85] . 而且在 𝜇 → 0时,有界区域上 NLSW的约化动力学规律
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收敛到 NLS的约化动力学规律已经得到了 Yu [55]的理论证明. 基于定理 5.1和定理
2.1,我们以数值模拟的方式研究环面上 NLSWRDL式（5­8）到 NLSRDL式（2­7）
在 𝜇 → 0时的收敛性.
我们专注于量化涡旋偶极子, 即 𝑁 = 1的情况. 我们利用四阶龙格­库塔方法

求解式（5­8）和式（2­7）,时间步长为 ∆𝑡 = 10−4. 结果如图 5.1所示.
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(d) 𝜇 = 1/400, 𝒂1 的值
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(e) 𝜇 = 1/1600,解的轨迹
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(f) 𝜇 = 1/1600, 𝒂1 的值
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(h) NLSRDL 𝒂1 的值

图 5.1 不同 𝜇 的式（5­8）与式（2­7）解的轨迹以及 𝒂1 = (𝑥1, 𝑦1)𝑇 的数值. 初值形如式
（5­10）,取 𝒂0

1 = (0.3, 0.5)𝑇 , 𝒂0
2 = (0.7, 0.5)𝑇 , 𝒒0 = 2π(𝒂0

1 − 𝒂0
2). 在图中, +和 ×分别表示环绕

数为 +1和 −1的量化涡旋.
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第 6章 结论与展望

本文研究了在量化涡旋核心半径 𝜀 → 0时,非线性薛定谔方程式（1­21）、复
金兹堡­朗道方程式（1­22）、非线性波方程式（1­23）以及带波算子的非线性薛定
谔方程式（1­24）的量化涡旋的动力学规律,即约化动力学规律.
具体说来,本文讨论了环面上的规范调和映射与重整化能量,并且证明了相关

的能量估计,研究了方程解 𝑢𝜀 的极限动量 lim𝜀→0 𝑸(𝑢𝜀(𝑡))关于时间 𝑡的连续性. 利
用以上工具,本文严格证明了:（1）非线性薛定谔方程的约化动力学规律是一个哈
密顿系统式（2­7）,而且其哈密顿量就是环面上的重整化能量;（2）复金兹堡­朗道
方程的约化动力学规律式（3­7）是一个哈密顿系统与梯度流的混合,而且其哈密顿
量也是环面上的重整化能量;（3）非线性波方程以及带波算子的非线性薛定谔方
程的约化动力学规律是两个与环面上重整化能量直接相关的常微分方程式（4­8）、
式（5­8）.
此外,本文还给出了式（2­7）和式（3­7）的一些首次积分和特定初值的解析

解. 而且通过对相应约化动力学规律方程数值求解的方法,本文初步研究了初值中
量化涡旋位置和极限动量对量化涡旋运动的影响,验证了在非相对论极限下NLSW
的约化动力学规律式（5­8）到 NLS的约化动力学规律式（2­7）的收敛性.
关于本论文的进一步研究,我们有如下三个可能的方向:
1. 目前方程组的量化涡旋动力学规律尚未得到深入研究, 而其中又会出现如

分数阶量化涡旋等有趣的新现象 [91] . 所以方程组的量化涡旋的动力学规律是一个
值得研究的方向.

2. 如第 1.1.3小节所述,前人已经证明了高维空间中金兹堡­朗道方程量化涡旋
演化遵循平均曲率流方程, 但高维空间中的非线性薛定谔方程方程量化涡旋的演
化规律只有部分特例得到了证明, 所以高维空间中非线性薛定谔方程方程量化涡
旋的演化规律的证明依然值得研究.

3. 方程的奇性往往局限在几个量化涡旋附近, 但已有的量化涡旋数值模拟方
法多要求均匀网格,事实上在 𝜀很小时对算力有一定浪费,计算消耗也会比较大. 利
用我们得到的约化动力学规律设计相关算法,减小计算消耗是值得考虑的方向.
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朱永兴的博士学位论文主要研究了环面上的四类偏微分方程量化涡旋的约化

动力学规律问题。由于量化涡旋研究在超导、超流和玻色­爱因斯坦凝聚研究中有着
重要作用，从二十世纪九十年代至今一直是应用偏微分方程研究领域中的热门课

题。因此该论文选题具有重要的意义。论文的创新主要体现在首次针对环面上的偏

微分方程量化涡旋的研究，主要成果如下：1）对已有的适用于有界区域的规范调和
映射、重整化能量等重要函数进行改良和修正，建立起环面上相关函数之间的关系；

2）借助于已有的适用于有界区域的能量估计方法，建立起适用于环面上量化涡旋
研究的能量估计关系；3）利用前两方面的成果，证明了非线性薛定谔方程、复金兹
堡­朗道方程、非线性波方程和带波算子的非线性薛定谔方程的量化涡旋约化动力
学规律。上述成果已整理成四篇论文，其中有两篇分别发表在 Physica D: Nonlinear
Phenomena, 2023, 453: 133812和 Discrete and Continuous Dynamical Systems ­ Series
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超导、超流和玻色­爱因斯坦凝聚是极低温度下部分物质表现出的特殊状态，
量化涡旋的研究是与这些物质状态相关核心的数学物理问题。量化涡旋问题通常

用非线性薛定谔方程、复金兹堡­朗道方程、非线性波方程以及带波算子的非线性
薛定谔方程等描述。朱永兴的博士论文研究了上述偏微分方程量化涡旋的约化运

动规律，其选题具有明确的物理背景和重要的理论意义。

该论文的主要成果如下：

1)系统地研究了环面上规范调和映射和重整化能量，证明了相应的能量估计；
2)通过引入重整化能量，研究了环面上的非线性薛定谔方程等四类偏微分方

程的约化动力学规律，证明了该规律是由环面上重整化能量相关的常微分方程确

定；

3)通过对四个约化动力学规律方程数值求解，初步研究了初值位置和极限动
量对量化涡旋运动的影响。

上述结果具有很强的创新性。朱永兴博士论文结构完整、写作规范、论证严

谨，表明作者具有扎实的数学基础，掌握了量化涡旋研究的基本方法，对相关领域

发展和现状有着深入的了解，具有独立从事科学研究的能力。

答辩过程中，朱永兴同学陈述论文清楚，回答问题准确。

答辩委员会经投票一致（6票）认为这是一篇优秀的博士学位论文，同意通过其论
文答辩，并建议授予朱永兴博士学位。
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